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Einfiihrung und Bezeichnungen

Diese Masterarbeit beschiftigt sich mit einer speziellen Storung eines selbstadjun-
gierten Operators in einem Hilbertraum durch einen Operator von endlichem Rang
und der damit in Verbindung stehenden Riccati-Gleichung. Sowohl der Begriff der
Storungstheorie als auch die Bezeichnung Riccati-Gleichung sind in der Mathematik
ein vielfiltiges Themengeflecht mit Relevanz in verschiedenen Gebieten. Aus diesem
Grund ist es wichtig, den genauen Rahmen der hier behandelten Problemstellung
vorzustellen.

Die Storungstheorie, wie sie hier verstanden wird, befasst sich mit linearen selbstad-
jungierten Operatoren zwischen Hilbertraumen. In unserer Problemstellung betrachten
wir einen selbstadjungierten Operator A in einem moglicherweise unendlichdimen-
sionalen Hilbertraum $), welcher orthogonal in zwei abgeschlossene Unterrdume
H = Ho b H1 zerlegt sei, welche zudem unter dem Operator invariant sind. Der Ope-
rator A wird nun beziiglich dieser Zerlegung durch einen selbstadjungierten Operator
V auf folgende Weise gestort:

Ag O 0 Vv
B._A+V—<0 A1>+<V* 0>'
Der selbstadjungierte Operator B steht in dieser Blockdarstellung in direktem Zusam-
menhang zur der Gleichung

A X — XA —XVX+V* =0.

Diese wird als Operator-Riccati-Gleichung oder oft auch als algebraische Riccati-
Gleichung bezeichnet. Die Koeffizienten der Gleichung sind demnach lineare Operato-
ren auf den Hilbertrdumen $¢ und $3;. Gesucht ist ein linearer Operator X : $9 — 91,
der die Gleichung erfiillt. Sind alle auftretenden Operatoren beschrinkt, so ist die
Riccati-Gleichung als Operatoridentitét zu lesen. In allen anderen Fillen, vor allem in
dem wichtigen Fall, wenn die Losung X unbeschrinkt ist, ist die Einbeziehung von
Definitionsbereichen in die Interpretation der obigen Gleichung sehr wichtig.

Ausgehend von den Autoren V. Kostrykin und K. A. Makarov, die in ihrer Ver-
offentlichung [KMOS5] einen Hilbertraum als eindimensional angenommen haben,
verallgemeinert diese Masterarbeit die Ergebnisse fiir den Fall, dass ein Hilbertraum
beliebige endliche Dimension besitzt. Es werden Eigenschaften des Spektrums des
gestorten Operators B bewiesen sowie die Existenz und Form von Losungen der
Riccati-Gleichung betrachtet. Insbesondere zeigen wir Existenzsitze fiir Losungen,
wenn der komplette Hilbertraum $) endlichdimensional ist.

Fiir das Herangehen an die obige Problemstellung geben wir auflerdem einen
detaillierten Uberblick iiber weitere Themen und Zusammenhiinge, die auch fiir andere
Gebiete der Mathematik von Relevanz sind. So wenden wir uns wichtigen Aspekten
der MaB3theorie zu, untersuchen sogenannte Herglotzfunktionen und befassen uns mit
verschiedenen Spektralanteilen eines selbstadjungierten Operators.
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Kapitel 1 ist der MaBitheorie gewidmet und beschéftigt sich hauptsichlich mit
Aspekten, die in der Literatur des Ofteren vernachlissigt werden. Dazu gehoren die
fiir uns wichtigen komplexen Malle und deren Verallgemeinerung auf operatorwertige
Male, das Lebesgue-Stieltjes-Integral und der bekannte Lebesguesche Zerlegungssatz.

In Kapitel 2 werden Herglotzfunktionen eingefiihrt und untersucht. Diese sind holo-
morphe Funktionen, welche die obere komplexe Halbebene auf sich selbst abbilden.
Einen besonderen Stellenwert nimmt die Verallgemeinerung auf matrixwertige Her-
glotzfunktionen ein und insbesondere in der Storungstheorie von selbstadjungierten
Operatoren ist sie ein unverzichtbares Werkzeug.

Mit Kapitel 3 werden die Grundlagen der Spektraltheorie fiir selbstadjungierte Ope-
ratoren in Hilbertrdumen erarbeitet und bekannte Aussagen wie das Funktionalkalkiil
und der Spektralsatz mit Hilfe der vorherigen Kapitel bewiesen. Wir werden auch auf
die Multiplizititen von Spektren eingehen und definieren die Zerlegung in singuléres
und absolut stetiges Spektrum. Weiterhin werden wir mit der Aronszajn-Donoghue-
Theorie Beispiele der Storungstheorie behandeln.

Kapitel 4 wird sich mit der oben definierten Riccati-Gleichung befassen und bereitet
die Erweiterung des eindimensionalen Falles auf den endlichdimensionalen Fall vor,
indem Sprechweisen und Definitionen eingefiihrt und erldutert werden. Es wird unter
anderem der Zusammenhang zwischen invarianten Unterrdumen des Operators B und
der zugeordneten Riccati-Gleichung bewiesen.

SchlieBlich widmen wir uns in Kapitel 5 dem oben bereits beschriebenen Problem,
d. h. wir fassen den Hilbertraum $); als endlichdimensional auf, wahrend der andere
Hilbertraum sowohl endlichdimensional als auch unendlichdimensional sein kann.
Wir werden das Spektrum des gestorten Operators B charakterisieren und insbe-
sondere auf die Eigenwerte und das singuldr stetige Spektrum eingehen. Mit Hilfe
der Beschreibung des Spektrums von B werden Losungen der Riccati-Gleichung
konstruiert.

Als besonderes Ergebnis beweisen wir, dass die Riccati-Gleichung fiir einen end-
lichdimensionalen Hilbertraum $) mindestens eine beschrinkte Losung besitzt, wenn
die Spektren der Operatoren A und B disjunkt sind.

Die folgende Liste soll einen Uberblick iiber Notationen schaffen, welche durch-
gingig in der Arbeit verwendet werden.

Symbole
= gleich per definitionem
N natiirliche Zahlen ohne Null
Ng natiirliche Zahlen mit Null
R reelle Zahlen
C komplexe Zahlen
T Kreiszahl Pi
Im Imaginérteil einer komplexen Zahl
Re Realteil einer komplexen Zahl

B(M) Borelsche Sigma-Algebra auf dem topologischen Raum M
LP(M,u) Lebesgue-Raum der p-fach p-integrierbaren Funktionen



lin span U
flu

S,

Iy

a(A)
Up(A)
oc(A)
p(A)
Kern A
Bild A

charakteristische Funktion zu der Menge A
abgeschlossene Kugel mit Mittelpunkt = und Radius r
offene Kugel mit Mittelpunkt x und Radius r

ein Hilbertraum (meistens komplex und separabel)
Skalarprodukt in £, linear im zweiten Argument
Standardskalarprodukt in C™, linear im zweiten Argument
Lebesguemal auf der Borelschen Sigma-Algebra B (R™)
Komplement einer Teilmenge Z C X

offene obere Halbebene { z € C | Im (z) > 0}

offene untere Halbebene {z € C | Im (z) < 0}

fast iiberall beziiglich des Malles p

fast iiberall beziiglich des Lebesguemales

Vektorraum der stetigen und linearen Abbildungen von $) nach $
Spektralmalf fiir Operator A

lineare Hiille einer Teilmenge U in einem Vektorraum
Einschriankung einer Abbildung f auf eine Teilmenge U
orthogonale direkte Summe in Hilbertraumen
Identitéitsabbildung I : 5 — 9

Spektrum eines Operators A : ) — )

Punktspektrum eines Operators A : §) — )

stetiges Spektrum eines Operators A : § — H
Resolventenmenge eines Operators A : $ — 9
Nullstellenmenge eines linearen Operators A
Bildbereich eines linearen Operators A






1. MabBtheorie

Die MalB- und Integrationstheorie bilden das Fundament dieser Arbeit. In jedem
Kapitel werden wir uns mit bestimmten Mafen und deren Eigenschaften beschiftigen
und letztendlich die Stérungstheorie von selbstadjungierten Operatoren mit geeigneten
MaBen formulieren und behandeln.

Wir werden hier zwar die wichtigsten Begriffe der MaBtheorie wiederholen, die
iblichen Grundlagen insbesondere die Integrationstheorie mit ihren Konvergenzsétzen
als bekannt voraussetzen. Dieses Kapitel dient hauptsichlich dazu, Begriffe einzufiih-
ren, die in der gewohnlichen Maf3theorie nur eine Randrolle einnehmen, allerdings in
dieser Arbeit sehr wichtig sind. Darunter verstehen wir vordergriindig komplexe Maf3e
und sogenannte Stieltjes-MaBe und -Integrale. Ebenfalls bendtigen wir im weiteren
Verlauf die Séitze von Helly und den Lebesgueschen Zerlegungssatz und werden diese
aufgrund dessen hier beweisen. In diesem Kapitel werden vor allem [Els99], [KFS75],
[Rud70], [Rud09] und [Sch05] benutzt und héufig zitiert.

1.1. MaB- und Integraldefinitionen

Die Aufgabe dieses Abschnittes ist es, verschiedene Sprechweisen iber Maf3e und
deren Verallgemeinerungen zu kléren.

Wir festigen zuerst die iiblichen Begriffe. Unter einer Sigma-Algebra einer Menge
M verstehen wir eine Familie von Teilmengen, welche M enthilt und abgeschlossen
unter Komplementbildung und abzihlbaren Vereinigungen ist. Die Elemente einer
Sigma-Algebra heillen messbare Mengen. Die Menge M zusammen mit einer Sigma-
Algebra nennen wir einen messbaren Raum. Abbildungen zwischen zwei messbaren
Rédumen heilen messbar, wenn Urbilder messbarer Mengen wieder messbare Mengen
sind.

In der iiblichen MaB- und Integrationstheorie definiert man ein Maf} auf einer Sigma-
Algebra als eine abzéhlbar additive Funktion, man spricht von Sigma-Additivitdt, mit
Werten in den positiven reellen Zahlen, wobei Null und Unendlich eingeschlossen
werden.

Man kann sich nun leicht fragen, warum man keine negativen Werte oder sogar kom-
plexe Zahlen zulassen sollte. In der Tat wird die Theorie nicht wesentlich komplizierter.
Wir werden demnach ein Maff immer als eine Abbildung von einer Sigma-Algebra in
die komplexen Zahlen mit dem erweiterten Symbol co bzw. in die erweiterte Zahlen-
gerade [—o0, 0o| auffassen. Die genaue Definitionen und Sprechweisen listen wir nun
auf.

Definition 1.1 (Komplexe und signierte MaBle). Es sei A eine Sigma-Algebra auf
einer Menge M und p eine Funktion auf A mit Werten in C oder in [—o0, 0o] mit
folgenden Eigenschaften:

() w(0)

0,
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®) (U2, Ai) =302, u(A;) fiiralle A; € Amit A;NA;j =0 fiiri # 5.

Hier ist zu beachten, dass wir die absolute Konvergenz bzw. die uneigentliche Kon-
vergenz gegen oo bzw. —oo der letztgenannten Reihe verlangen, damit der Wert
unabhiéngig von der Summierungsreihenfolge ist. Nun gibt es je nach Wertebereich
verschiedene Namen fiir die Abbildungen.

(1) Falls pu : A — [0, 00], so handelt es sich um ein MaB im iiblichen Sinne. Wir
nennen es zur besseren Unterscheidung ein positives Mafs auf A.

(2) Falls o : A — (—00,00] oder pn : A — [—00,00), so nennen wir die
Abbildung ein signiertes Mafs auf A.

(3) Gilt i : A — C, so sprechen wir von einem komplexen Maf3 auf A.

Nach obengenannten Definitionen ist sichergestellt, dass Ausdriicke wie co — oo
nicht auftreten konnen. Jegliche Summen und Reihen sind somit wohldefiniert. Zu
betonen ist, dass ein komplexes Mall immer endlich ist, d.h. |pu(M)| < oco. Wie
man diese Einschrinkung auf sinnvolle Weise fallen lassen kann, werden wir spéter
besprechen.

Definition 1.2 (Operatorwertige Mal3e). Es sei A eine Sigma-Algebra auf einer Menge
M und $) ein komplexer oder reeller Hilbertraum. Mit £($)) bezeichnen wir den
Vektorraum der stetigen und linearen Abbildungen von ) nach §3. Eine Abbildung
Q: A — L($) heibt ein operatorwertiges May3, falls

Qyo =y, Q0)z): A—C (1.1)

fiir alle z,y € $ ein komplexes Maf ist. Ist die Dimension des Hilbertraumes endlich,
so spricht man auch oft von einem matrixwertigen Mays.

Wir werden im weiteren Verlauf sehen, dass man viele Fragestellungen beziiglich
komplexer bzw. signierter Ma3e auf die bekannte Theorie der positiven Mal3e zuriick-
fiihren kann. Jedes komplexe Maf} kann nimlich in geeigneter Weise in positive Malle
zerlegt werden, sodass auch die bekannte Integrationstheorie direkt {ibernommen
werden kann.

Das folgende Theorem wird in der Literatur oft in zwei Theoreme unterteilt, namlich
in den Hahnsche Zerlegungssatz und den Jordanschen Zerlegungssatz, und besagt,
dass man jedes komplexe Maf als Linearkombination von gewshnlichen positiven
MaBen schreiben kann. Wir erinnern daran, dass ein positives Mal} v auf einer Menge
M absolut stetig beziiglich eines positiven Malies i heiit, wenn jede p-Nullmenge
auch eine v-Nullmenge ist. Man schreibt {iblicherweise v < u. Dagegen heillen
die beiden MaBe singulir zueinander, wenn es eine messbare Menge A mit der
Eigenschaft gibt, dass sowohl v(M \ A) = 0 als auch u(A) = 0 gilt. Man schreibt
dann v 1 p. Wir werden spiter noch genauer auf diese Definitionen eingehen.

Theorem 1.3 (Hahn-Jordan-Zerlegung). Es sei A eine Sigma-Algebra auf einer Men-
ge M und 1 : A — C ein komplexes Mafs auf A. Dann existieren eindeutig bestimmte
endliche positive Mafe, hier bezeichnet mit u;%, g ,ug und i, die

[= gy — pg +ips —ipg (1.2)
sowie ug L pgy und ,ug 1 pg erfiillen.
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Auf den Beweis dieser wichtigen Aussage werden wir im Abschnitt 1.6 zuriick-
kommen und nun zuerst Anwendungen der Hahn-Jordan-Zerlegung prisentieren. Wir
zeigen, wie sich der Integrationsbegriff auf komplexe und operatorwertige Malle aus-
dehnen lésst. Die reellen bzw. komplexen Zahlen sind dabei immer mit der iiblichen
Borelschen Sigma-Algebra B (R) bzw. B (R?) ausgestattet.

Definition 1.4. Es sei (M, .A) ein messbarer Raum und p : A — C ein komplexes
MaB mit der Hahn-Jordan-Zerlegung p = ,ug — g + iu§ — ifig. Fiir eine reelle
messbare Funktion f : M — R definiert man das Lebesgue-Integral von f beziiglich
des komplexen Maf3es p durch

[ tin= [ g~ [ s i [ rans i [ ras.as

falls die rechte Seite wohldefiniert ist, d. h. keine Ausdriicke der Form oo — oo auftreten.
Fiir eine komplexwertige Funktion g : M — C wird das Integral beziiglich p wie
iiblich durch Zerlegung in Real- und Imaginirteil festgelegt:

[odui= [Re(g)du+i [ 1mig)dn. (1.4)

Fiir das komplexe MaB p definieren wir den Vektorraum der u-integrierbaren Funk-
tionen:

Y M, p) = {f:M—>(Cmessbar ’ /|f| dpy < oo
furalleo € {—,+}, r € {R, %}}

Auf diesem ist die Halbnorm
I lesun = 3 [ 191 do
o,r

gegeben, sodass man wie auch fiir positive Malle den Faktorraum

LM, p) = £ M) [{ f € L) [l =0f . (15)

definieren kann, der ein wohldefinierter normierter Raum mit der Norm
£ lsan =3 [ 17 dg
o,r

ist.

Die obige Definition stellt eine von mehreren Moglichkeiten dar, die Integration
beziiglich eines komplexen Maf3es zu erkldren. Auch fiir operatorwertige Malle stehen
verschiedene Wege, den Integralbegriff einzufiihren, zur Verfiigung. Ein moglicher
Weg fiihrt auch hier iiber Elementarfunktionen, sodass man die Theorie wie fiir positive
Mafe konstruiert. Natiirlicher und einfacher erscheint es, die Hahn-Jordan-Zerlegung
zu benutzen und die obige Integraldefinition weiter auszudehnen:
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Definition 1.5. Es sei (M, .A) ein messbarer Raum, $) ein komplexer oder reeller
Hilbertraum und 2 : A — £($)) ein operatorwertiges MaB. Eine komplexe messbare
Funktion g : M — C heilt Q-integrierbar, wenn eine Konstante C' > 0 so gewihlt
werden kann, dass

[ st dt.2002)| < iy 16

fiir alle z,y € 9 gilt.
Fiir eine (2-integrierbare Funktion g : M — C definieren wir das Integral von g
beziiglich €}

/gwawsz wmn
M

als den eindeutig bestimmten Operator 7' € L(£)), der

@j@zﬂﬁma%mm» (1.8)

fiir alle z, y € $ erfiillt.

Zum Verstindnis der Definition beachte man, dass (y, z) — [, g(t) d(y, Q(t)z)
eine beschrinkte Sesquilinearform definiert und nach Satz A.1 der Operator 7’ existiert
und eindeutig bestimmt ist.

Bemerkung 1.6. Ein positives MaB ist bekanntlich (-stetig, d. h. fiir eine absteigende
Folge von messbaren Mengen ( A,,) mit endlichen MaB und () 4,, = () gilt u(A,) — 0.
Demnach gilt dies auch fiir komplexe und operatorwertige Male.

1.2. Verallgemeinerte komplexe Malle

Wie im vorherigen Abschnitt erwéhnt sind komplexe MaB3e per definitionem endlich.
Dies ist eine Einschrinkung, die man nicht immer erfiillen mochte. Schon bei po-
sitiven Mallen beschiftigt man sich sehr oft mit o-endlichen Mal3en, welche viele
Eigenschaften von endlichen Maflen behalten.

Die folgenden Definitionen sind in der Literatur nicht iiblich, aber erscheinen
durchaus sinnvoll.

Definition 1.7. Es sei (M, d) ein metrischer Raum und 8 (1/) die Borelsche Sigma-
Algebra auf M. Eine Mengenfunktion p : B(M) — C U {oco} heiBt ein verallge-
meinertes komplexes Maf3, wenn fiir alle beschrinkten Borelmengen K C M die
Abbildung

MK ‘= /L‘%(K) : %(K) —C (1.9

ein komplexes MaB ist und zusitzlich
(B :sup{ uk(BAK)| | K C Mbeschrankt} (1.10)

fiir alle unbeschrénkten Borelmengen B C M gilt.
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Das Wesentliche hier ist nicht das zusitzliche Symbol co, sondern dass wir die
Maleigenschaften nur noch auf beschrinkten Mengen verlangen, was z. B. fiir eine
sinnvolle Integraldefinition vollig ausreicht.

Die komplexen MaBle 11 konnen wie iiblich mit der Hahn-Jordan-Zerlegung in
positive endliche Male zerlegt werden:

P = lgew — P Files — il (1.11)

Mit Hilfe dieser Zerlegung ldsst sich nun auch fiir die verallgemeinerten komplexe
MaBe ein sinnvoller Integralbegriff einfiihren.

Definition 1.8. Es sei p ein verallgemeinertes komplexes Mal3 auf dem metrischen
Raum (M, d) mit obiger Zerlegung (1.11) und f : M — [0, 00) eine nichtnegative
messbare Funktion. Sind fiir alle 0 € {—, +} und r € {R, 3} die Ausdriicke

17 ::sup{/ i,
K b

endlich, so heif3t die Funktion u-integrierbar. Man definiert in diesem Fall das Integral
von f beziiglich y als:

K € B (M) beschrinkt } (1.12)

/ fdp =15 — Iy +il3 —il5 . (1.13)
M

Fiir reelle und komplexe Funktionen definiert man u-Integrierbarkeit und das Integral
mit der iiblichen Zerlegung in positiven und negativen Anteil bzw. Realteil und
Imaginérteil.

An den Bezeichnungen und Definitionen ist klar zu erkennen, dass hier der Begriff
des komplexen Males zumindest fiir die Borelsche Sigma-Algebra auf metrischen
Rédumen verallgemeinert wird. Wir werden in dieser Arbeit verallgemeinerte komplexe
Male sogar nur auf R verwenden.

Beispiel 1.9. Es sei A das Lebesguemal auf R und dgy das Punktmal in der Null.
Die Mengenfunktion x : B(R) — C U {co} definiert durch

(1.14)

(A) = (A+idg)(A) , falls A\(A) < o0
g ' o0 , falls A\(A) = oo

ist offensichtlich kein komplexes Maf3. Man beachte auch den Verlust der Sigma-
Additivitat, wenn der Wert co angenommen wird. Nach unserer Definition ist © jedoch
ein verallgemeinertes komplexes Maf} und wir kénnen folgendes Integral berechnen:

1 1 . .
/Rngdu(x)=/Rl+x2dA(x)+z:w+z. (1.15)

Ebenso wie wir vorhin operatorwertige Malle durch Riickfithrung auf komplexe
MafBe eingefiihrt haben, kann man nun wie folgt vorgehen, um auch dort auf die
Forderung der Endlichkeit zu verzichten.
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Definition 1.10. Es sei (M, d) ein metrischer Raum und $) ein komplexer oder reeller
Hilbertraum. Eine Abbildung 2 : B(M) — L($) U {oo} heibt ein verallgemeinertes
operatorwertiges Mays, falls

Qo= (v, Q()z) : B(M) — CU {oo} (1.16)

fiir alle x,y € $ ein verallgemeinertes komplexes MaB ist. Dabei ist das Symbol
(y, 00 ) folgendermafen definiert:

(y,00x) 1= sup{ [(y, UK)z)| | K € M beschrinkt } . (1.17)

Es sei nun g : M — C eine komplexe messbare Funktion und fiir alle z,y € $
beziiglich €2, , integrierbar. Weiterhin existiere eine Konstante C' > 0 mit

‘ [ s 002)

fiir alle z, y € $. Dann verstehen wir das Integral von g beziiglich 2

/ o(t) dAt) = T (L19)
M

< Cll=]lllyl (1.13)

als den eindeutig bestimmten Operator T' € L(£)), der

(v, Tex) = /Mg<t> dly, Q(t)z) (1.20)

fiir alle x, y € $ erfiillt.

Mit der obigen Definition haben wir auch den Begriff des operatorwertigen Malies
auf der Borelschen Sigma-Algebra ausgedehnt und die Endlichkeitsforderung des
Males fallen gelassen. Man kann dies als eine Art o-Endlichkeit identifizieren, sodass
wir diesen Begriff nun etwas weiter fassen mochten.

Definition 1.11. Es sei (X, .A) ein messbarer Raum und 4 ein MaB, welches positiv,
signiert, komplex oder operatorwertig ist. Wenn X ein metrischer Raum ist, so darf
das MalB auch verallgemeinert komplex oder verallgemeinert operatorwertig sein.
Wir nennen p ein o-endliches MaB, wenn es eine Folge (A,,) von abzéhlbar vielen
messbaren Teilmengen derart gibt, dass X = | J,, 4, und p(A,,) # Foo fiir alle n
gilt.

Dies bedeutet, dass verallgemeinerte komplexe Mafie oder verallgemeinerte opera-
torwertige MaBe auf der Borelschen-Sigma-Algebra 2B (RR) immer o-endlich sind.

1.3. Lebesgue-Stieltjes-Integral

In dieser Arbeit spielen sogenannte Stieltjes-MaBe und -Integrale eine wichtige Rolle.
Da diese in vielen Lehrbiichern zur MaBitheorie nur am Rande erwihnt werden, fithren
wir diese nun ohne Umwege ein und kldren die géingigen Bezeichnungen. In diesem
Abschnitt beschrinken wir uns erst noch auf positive Mafle. Sprechen wir von einem
Borelmayf3, so meinen wir ein Mal} auf einem topologischen Raum, definiert auf der
Borelschen Sigma-Algebra. Weiterhin nennen wir eine Funktion F' : R — R monoton
wachsend, wenn f(x) < f(y) fir alle z < y gilt.
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Definition 1.12. Fiir eine monoton wachsende Funktion F' : R — R existiert nach
dem Fortsetzungsatz von Carathéodory (vgl. Satz A.7) genau ein positives Borelmal3
wr mit folgenden Eigenschaften

pr((a,)) =F(b~) - F(a"),
pr(la,b)) = FO7) = Fa™),
pr((a,b]) = F(b") - F(a),
pr([a,b]) = F(bT) — F(a™),

wobei a, b € R. Der Fall des leeren Intervalls ist dabei ausgenommen, da selbstver-
standlich pr () = 0 gelten soll. Hier bezeichnen wir die rechtsseitigen bzw. die
linksseitigen Grenzwerte mit

F(a®):= lim F(a+e¢) bzw. F(a™):= lim F(a—¢). (1.21)
e—0t e—0t

Dieses Borelmall 1z nennen wir das Lebesgue-Stieltjes-Maf3 zu F' oder kurz ein
Stieltjes-Mays.

Es sei hier noch erwihnt, dass fiir eine gewisse Klasse von BorelmafBlen, sogenannte
RadonmaBe (siehe Definition 1.36), auch die Umkehrung gilt, d. h. man kann zu
einem beliebigen Radonmall v eine monoton wachsende Funktion F' so wihlen,
dass ¥ = pp im obigen Sinne gilt. Diese Funktion ist allerdings im Allgemeinen
nicht eindeutig bestimmt. Wie man an der Definition des Malles i erkennt, ist der
Funktionswert von F' an Unstetigkeitsstellen irrelevant. Um eine eindeutige Funktion
F' zu erreichen, muss man diese Werte demnach festlegen. Am héufigsten verlangt
man die Rechtsstetigkeit und spricht dann z. B. in der Wahrscheinlichkeitstheorie von
der Verteilungsfunktion des Mafles u. Wir werden hingegen spéter eine andere und
fiir unsere Zwecke treffendere Festlegung wihlen.

Man muss hier betonen, dass man mit der Bezeichnung Lebesgue-Stieltjes-Maf3
keinen neuen MaBbegriff einfiihrt, sondern nur auf eine bestimmte Konstruktionsweise
des Mafes hinweisen méchte.

Fiir die Integration beziiglich eines Stieltjes-Malles gibt es spezielle Notationen, die
wir kurz erkldren mochten:

Definition 1.13. Es sei F' : R — R eine monoton wachsende Funktion und ur das
zugehorige Lebesgue-Stieltjes-MalB. Fiir eine pp-integrierbare Funktion f : R — R
und reelle Zahlen a < b definieren wir das Lebesgue-Stieltjes-Integral:

b
/ S)ar) = [ fau (1.22)
a a,b
Fiir allgemeine Integrationsbereiche gibt es verschiedene Bezeichnungen wie z. B.
I
F(z)dF(z) = / F@)dF@) = | Fdup. (1.23)
(a,b) at (a,b)

Diese spezielle Bezeichnungen erweisen sich unter anderem durch folgenden Satz
als sehr sinnvoll.
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Satz 1.14. Ist die zu integrierende Funktion f : R — R stetig, so stimmen Lebesgue-
Stieltjes-Integral und das klassische Riemann-Stieltjes-Integral iiberein, d. h.
Nz—1

/ PR dF () = sup 3 sup {(€) | €€ owainall (Flaiss) = Fls)

NZ1

1nf Z inf { f(&) | € € [xi,mit1]} - (F(zig1) — F(z))

wobei sich das genannte Supremum und Infimum iiber alle endliche Zerlegungen
Z=(a=x9<mx <--- <N, =Db)des Intervalls |a, b] erstreckt.

Auf einen Beweis werden wir verzichten, da wir die Aussage im weiteren Verlauf
nicht benétigen werden. Man findet einen Beweis in [KFS75, Chapter 10].

Auch die nédchsten zwei Aussagen zeigen, warum es sinnvoll ist, dem Lebesgue-
Stieltjes-Integral eine eigene Bezeichnung zu geben.

Proposition 1.15. Ist F' : R — R eine monoton wachsende und stetig differenzierbare
Funktion, so gilt

/f )dF (z /f VF' () dx (1.24)

fiir jede messbare Funktion f : R — R. Dabei steht dx fiir das Lebesguemaf; auf der
Borelschen Sigma-Algebra.

Beweis. Fiir ein beliebiges Intervall I C R gilt nach dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung

/XI dF = pp(I) = /Xl(x)F/(HJ) dz . (1.25)

Da aber auch A — f A F'(z) dx ein BorelmaB definiert, ist die Gleichung (1.25) nach
der Elndeutlgkeltsaussage des Fortsetzungssatzes von Carathéodory ebenfalls fiir jede
beliebige Borelmenge I € B(RR) erfiillt.

Mit der Linearitit des Integrals gilt (1.24) sofort fiir Elementarfunktionen f. Mit den
iiblichen Approximationsargumenten und dem Satz von der monotonen Konvergenz
ist die Aussage auch fiir jede messbare Funktion richtig. O

Theorem 1.16 (Substitutionsformel). Es seien X und Y messbare Rdume, i ein
positives Maf auf X und f : X — Y eine messbare Abbildung. Dann ist das Bildmaf3
fept := po f=1 ein Map auf' Y und jede messbare Abbildung g : Y — R ist genau
dann f.u-integrierbar, wenn g o f u-integrierbar ist. Dariiber hinaus gilt

/Ygd(f*u)=/X90fdu~ (1.26)

Beweis. Wir beweisen nur die Formel (1.26). Fiir eine messbare Menge A C Y erfiillt
die charakteristische Funktion g = x 4 die Formel

[ xadtm =prtean = [ dn= [ o fan.

Durch die Linearitit des Integrals gilt die Aussage somit fiir beliebige Elementarfunk-
tionen und damit auch fiir jede messbare Funktion g : ¥ — R. O



1.4. Hellys Theoreme 17

Mehr iiber und um die Substitutionsregel des Lebesgue-Stieltjes-Integrals findet
sich in dem Artikel von N. Falkner und G. Teschl [FT12].

1.4. Hellys Theoreme

Das folgende Theorem ist in der Literatur hiufig als Helly’s selection theorem bekannt
und findet vor allem in der Mafitheorie und Stochastik seine Anwendung. Benannt
ist es nach dem Osterreichischen Mathematiker Eduard Helly, welcher ebenfalls
in Verbindung mit dem Beweis des Satzes von Hahn-Banach bekannt ist. Da wir
Hellys Theorem als Hilfsmittel fiir den Beweis von Theorem 2.2 im néchsten Kapitel
benotigen, beweisen wir es hier ausfiihrlich.

Theorem 1.17 (Hellys Auswahltheorem). Es seien I, K C R kompakte Intervalle
und fiir alle natiirlichen Zahlen n € N sei F,, : I — K eine monoton wachsende
und rechtsstetige Funktion. Dann existiert eine ebenfalls monoton wachsende und
rechtsstetige Funktion F : I — K und eine Teilfolge (ny )y derart, dass

k—o0

Fp, (z) 222 F(z) (1.27)

fiir alle Stetigkeitsstellen x € I von F'.

Beweis. Die wesentlichen Ideen des Beweises gehen auf Helly zuriick. Wir orientieren
uns hier an den Darstellungen aus [KFS75, Chapter 10] und [Kle06]. Fiir jedes
a € A := QnN I definieren wir eine Folge (F),(a)),. Da A abzéhlbar ist, konnen wir
das Cantorsche Diagonalverfahren, siche Lemma A.4, anwenden und erhalten eine
Folge (k,), mit k,11 > k,, sodass

f(a) := lim Fj, (a)
fiir alle @ € A existiert. Man erkennt leicht, dass f auf A monoton wachsend ist. Wir

definieren nun
F(z):=inf{f(a)| a € A,a >z}

und zeigen, dass F' sowohl monoton wachsend als auch rechtsstetig ist. Es seien dafiir
x < y beliebig aus [ gewihlt. Aufgrund der Dichtheit der rationalen Zahlen existieren
nun a1, by € A derart, dass ¢ < a1 < by < y gilt. Da offensichtlich F'(a;) < F(by)
gilt, erhalten wir

F(z)=inf{f(a)| a € Aja >z} < F(a1) < F(b)) <
<inf{f(b)[be A,b>y}=F(y),

was die Monotonie zeigt. Die Rechsstetigkeit folgt sofort aus dieser, denn fiir eine
monoton fallende Folge (xj) C I mit Grenzwert z € I gilt aufgrund der Monotonie

lim F(zy) = érellf\IF(xk) =inf{f(a) | a > z,,n € N} = F(x).

k—o0

Es bleibt somit nur noch die Konvergenzaussage fiir Stetigkeitsstellen zu zeigen. Fiir
dieses e-Argument verweisen wir auf [KFS75, Chapter 10]. O
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Die Beschriankung der Konvergenz auf die Stetigkeitsstellen von F' kann leicht fallen
gelassen werden, da fiir eine monotone Funktion die Anzahl der Unstetigkeitsstellen
abzdhlbar ist.

Korollar 1.18. Es seien I, K C R kompakte Intervalle und fiir alle natiirlichen
Zahlen n € N sei Fy, : I — K eine monoton wachsende Funktion. Dann existiert eine
ebenfalls monoton wachsende Funktion F : I — K und eine Teilfolge (ny )y derart,
dass
Fo (z) £22% F(z) fiirallex € T . (1.28)

Beweis. Durch exakt den gleichen Beweis wie in Hellys Auswahltheorem erhalten
wir eine monoton wachsende rechtsstetige Funktion G mit der Eigenschaft, dass es
eine Teilfolge (k,), gibt und Fj, (z) fir jede Stetigkeitsstelle z € I gegen G(x)
konvergiert.

Da nun fiir eine monoton wachsende Funktion die Menge B der Unstetigkeitsstellen
abzihlbar ist, existiert wiederum nach dem Diagonalverfahren, Lemma A.4, eine
Teilfolge (k,,,) der Teilfolge (k, ), d.h.

(kv )m mitky, . >k, ,

sodass auch
lim Fy, (b) fiir alle b € B existiert.
m—r0o0

Bezeichnen wir diese Teilfolge nun abkiirzend mit (ny), so definiert

F(z):= lim F,, (z)

k—o00

die gesuchte monotone Grenzfunktion. O

Das nachstehende und sogenannte Konvergenztheorem beschiftigt sich mit Kon-
vergenzaussagen von Folgen von Lebesgue-Stieltjes-Integralen und wird im néchsten
Kapitel verwendet werden.

Theorem 1.19 (Hellys Konvergenztheorem). Es seien I, K C R kompakte Intervalle
und fiir alle natiirlichen Zahlen n € N sei F,, : I — K eine monoton wachsende
Funktion. Es sei F der punktweise Grenzwert im Sinne von Korollar 1.18 und (ny,)
die dazugehorige Teilfolge. Dann gilt fiir die Lebesgue-Stieltjes-Integrale

Jim /I (@) dF, (z) = /I ) dF (x) (1.29)

fiir alle stetigen Funktionen f : R — R.

Beweis. Wir fithren den Beweis nach [KFS75, Chapter 10] aus. Es sei dafiir e > 0
und eine Zerlegung des Intervalls

m
I = U I; = [zo,z1] U+ U [Zm—1, ]
j=1

so gewihlt, dass | f(z) — f(y)| < ¢ fiir alle z, y € I; und alle j gilt. Dies ist moglich
da f gleichmiBig stetig ist. Wihle zusétzlich eine Treppenfunktion f. auf dieser
Zerlegung mit | fz(z) — f(z)| < e firalle x € I.
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Dann betrachte

far - [ jap,| <
I I

dF — < dF
[par— [ sear]

I
+’/1f€dF"k_/1de”k
/IfadF—/Ifdenk

und man erhilt nach Standardabschitzungen Konstanten C'y und C'3. Schreiben wir a;
fiir den Wert von f, auf I; dann entspricht das zweite Integral der Summe,

iaj (F(xj_) - F(a:j__l)> - iaj (Fnk(%_) - Fnk(‘rj_—l))
=1

Jj=1 Jj=

dF/fEank +
I

< Cie + + Cse

welche nach Hellys Auswahltheorem fiir £ — oo gegen 0 konvergiert. Insgesamt folgt
demnach Gleichung (1.29). ]

Das nachfolgende Lemma erweitert Hellys Konvergenztheorem auf den Fall, dass
auch die integrierbare Funktion f durch eine Funktionenfolge angenéhert wird, was in
spéteren Beweisen auftreten wird. Dieses Lemma ist leicht nachzuvollziehen, erscheint
dessen ungeachtet aber nicht in der Literatur.

Lemma 1.20. Es seien I, K C R kompakte Intervalle. Weiterhin seien die Funk-
tionen (F),), die Teilfolge (ny) sowie die Funktion F wie in Theorem 1.19 gegeben.
Dariiber hinaus sei (hy, )nen eine Folge von stetigen reellwertigen Funktionen auf dem
kompakten Intervall I, welche gleichmdifsig gegen eine stetige Funktion h konvergiert.
Dann gilt:

lim [ o, (2) dFp, (z) = / h(z) dF (z) (1.30)

k—o0 I I

Beweis. Im Beweis wird zur Ubersicht die Teilfolge wieder mit n parametrisiert.
GleichmiBige Konvergenz von (h,,) bedeutet, dass

1hn — hlloo = sup |hn(z) — h(z)| =3 0.
zel
Es sei nun € > 0 beliebig. Wir wihlen IV so grof3, dass
€

[ 1) db@) = [ b ar) SANE)

fiir alle n > N gilt. Wir schreiben hier A\(K) fiir das endliche Lebesguemal} der
kompakten Menge K. Demnach finden wir fiir ein n > N mit Hilfe der Dreiecksun-
gleichung folgende Abschitzung:

< ¢e/2und ||hy, — hlleo <

+¢e/2

/hn(x) dF,(x) —/h(z) dF(z)| <

1 I

(o) P () - / h(x) dF, (z)

1

/|h 2) = h(z)| dFa(z) + 2/2

/ z)+e/2 < €.
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Fiir den letzten Schritt beachte man, dass F;, in die kompakte Menge K abbildet und
deswegen pp, (1) < max K — min K = A\(K) gilt. O

1.5. Trager von MaBlen

Wenn wir in diesem Abschnitt von MaBlen bzw. BorelmalBien reden, so sind damit alle
besprochene Wertebereiche eingeschlossen, d. h. sowohl positive, signierte, komple-
xe als auch operatorwertige Malle. Im Folgenden werden wir fiir Borelmal3e einen
sogenannten Trdger definieren, also eine Menge, auflerhalb derer das MaB identisch
verschwindet. In diesem Abschnitt entnehmen wir viele Bezeichnungen aus [GTO00].

Definition 1.21. Es sei (X, A) ein messbarer Raum und z, v zwei MaBe auf diesem.

(a) v heilit absolut stetig beziiglich p, wenn jede p-Nullmenge auch eine v-
Nullmenge ist. Man schreibt iiblicherweise v < p.

(b) v heillt singuldr beziiglich 1, wenn es eine messbare Menge N derart gibt,
dass sowohl (X \ N) = 0 als auch u(/N) = 0 gilt. Man schreibt in diesem
Fallv L p.

(c) Die zwei Maie v und p heien dquivalent zueinander, wenn beide Maf3e die
gleichen Nullmengen besitzen. Dies schreibt man dann als o ~ v.

Definition 1.22. Es sei p ein Borelmal} auf einem topologischen Raum X.
(a) Ist das Mal3 p positiv, so nennt man
supp(p) := {x € X | jede offene Umgebung U von z erfllt u(U) # 0}
den topologische Trdger des Malles .

(b) Eine messbare Teilmenge S C X heilit ein Tridger des Malles p, wenn
(X \ S) = 0 gilt. Man schreibt dann zur Verdeutlichung auch oft S (1).

(c) Ein Triger S(u) heiBt minimal beziiglich eines weiteren BorelmaBes p, wenn
jeder kleinere Triger T'(1) C S (1) des MaBes p fiir das MaB p nicht unter-
scheidbar ist, d. h. es gilt p(S(p) \ T'(1)) = 0.

Minimale Trédger eines Malles i sind demnach bis auf Mengen, die beziiglich p
und p Nullmengen sind, eindeutig bestimmt. Man beachte, dass die Definition eines
Tréagers auch fiir komplexwertige und operatorwertige MaBe sinnvoll bleibt, wihrend
man den topologischen Tréiger vorerst nur fiir positive MaBe sinnvoll definieren kann.
Einen topologischen Triger fiir signierte oder komplexe Malle konnte man hingegen
auf natiirliche Weise mit Hilfe der Hahn-Jordan-Zerlegung definieren.

Mit Hilfe dieser Definition kénnen bekannte Malleigenschaften auch tiber Triger
der Mafle erklirt werden:

Zwei Borelmalle 111 und po sind genau dann singulir zueinander, wenn es jeweils
einen Tréager gibt und diese beiden disjunkt zueinander sind.

Falls zwei Malle 141 und ps jeweils absolut stetig beziiglich v sind und beide
einen gemeinsamen minimalen Tréger beziiglich v haben, dann sind g und py sogar
dquivalent.
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Das Referenzmal3 v wird ab sofort immer das Lebesguemal3 auf der Borelschen
Sigma-Algebra B (RR) sein und deswegen nicht mehr explizit erwéhnt, d. h. man spricht
nur noch abkiirzend von minimalen Trigern.

Es sei noch erwihnt, dass der topologischer Triager im Allgemeinen kein Trager
im obigen Sinne sein muss, d. h. es kann durchaus p(X \ supp(u)) # 0 gelten. Ein
Beispiel findet sich in [AB06, 12.15 Example]. Fiir RadonmalBe auf R, siehe dazu die
kommende Definition 1.36, ist dies allerdings nicht der Fall. Der topologische Triger
erfiillt demnach in diesem Zusammenhang seinen Namen.

In der Literatur wird der Begriff Trdger bzw. support nicht einheitlich verwendet.
Manchmal wird auch noch ein weiterer Begriff, z. B. carrier, eingefiihrt. Wir haben
uns hier an die Definitionen, wie sie in [GT00] und [Tes09] vorkommen, gehalten.

1.6. Lebesguescher Zerlegungssatz

In diesem Abschnitt folgen wir [Rud09] und formulieren und beweisen den fiir uns sehr
wichtigen Lebesgueschen Zerlegungssatz. Dazu ist eine gewisse Vorarbeit notwendig,
die wir hier kurz vorstellen méchten.

Definition 1.23. Es sei p ein komplexes Maf} auf der Sigma-Algebra .4. Dann heif3t
die Abbildung |u| : A — [0, 00|, definiert durch

|p| (A) := sup { Z (A ‘ (Aj)jen € A Zerlegung von A} , (1.31)
j=1

die Totalvariation von . Unter einer Zerlegung von A verstehen wir dabei, dass die
Mengen A; (j € N) paarweise disjunkt sind und A = U;’il Aj gilt.

Satz 1.24. Die Totalvariation eines komplexen Mafies ist ein positives Maf3.

Beweis. Hier ist nur die Sigma-Additivitit zu zeigen. Siehe dazu zum Beispiel [Rud09,
Satz 6.2]. L]

Da der Lebesguesche Zerlegungssatz eine grofle Rolle in dieser Arbeit spielt,
mochten wir auch den Beweis vorstellen, wobei wir uns an die Darstellung in [Rud09]
halten. Wir benotigen jedenfalls zuerst zwei technische Lemmata.

Lemma 1.25. Es sei (X, A) ein messbarer Raum und p ein positives c-endliches
Map. Dann gibt es eine Funktion w € L*(p) mit 0 < w(x) < 1 fiir alle x € X.

Beweis. Diesen Beweis findet man z. B. in [Rud09, Lemma 6.9]. Da das positive
MaB o-endlich ist, existiert eine gegen X aufsteigende Folge von Mengen A,, mit
endlichem Mal}. Man definiert fiir n € N die Funktionen

() = 27" /(1 + p(4n))  , €A,
0 , T & Ap

und w(x) := ), wy(x) erfiillt die Behauptung. O
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Lemma 1.26. Es sei (X, A) ein messbarer Raum, p ein positives endliches Maf3 und
f € LY(u). Liegen nun fiir alle A € A die Mittelwerte

1
m/Afd”

in einer abgeschlossenen Menge S C C, so ist auch f(x) € S fiir pu-fast alle v € X.

Beweis. Diesen kurzen Beweis entnehmen wir aus [Rud09, Satz 1.20]. Es sei y € S¢
im Komplement und » > 0 so gewihlt, dass die abgeschlossene Kugel B,.(y) C C
komplett in S¢ liegt. Definieren wir die Menge D := f~1(B,(y)), so wissen wir nach

‘/Dfd“_y“(D)' S/le—y\ dp < rp(D),

dass nur p(D) = 0 gelten kann, denn sonst wire

5,
— | fdueS°
n(D) Jp
im Widerspruch zur Voraussetzung. Da diese Argumentation fiir alle y € .S¢ funktio-
niert, gilt f(z) € S p-fast-iiberall. O

Mit diesen Hilfsaussagen kdnnen wir nun den wichtigen Zerlegungssatz beweisen,
welcher uns durch die gesamte Arbeit begleiten wird.

Theorem 1.27. Es sei (X, A) ein messbarer Raum, v ein positives c-endliches Mafs
und p ein o-endliches Maf3, welches entweder positiv, signiert oder komplex ist.

(a) Es gibt eindeutig bestimmte Mafe jiqc und jis auf (X, A) so, dass die folgende
Zerlegung gilt:

W= Hac + fs s Hae K<V, fs LV (1.32)

Falls  positiv ist, sind beide Mafie ebenfalls positiv. Falls u komplex ist, so
sind piqc und ps auch komplex.

(b) Es gibt eine v-f. ii. eindeutig bestimmte messbare Funktion h mit

Mac(A)z/hdy (1.33)
A

fiir jedes A € A. Ist u ein endliches Maf3, so gilt h € L (v).

Man nennt Teil (a) den Lebesgueschen Zerlegungssatz und Teil (b) den Satz von
Radon-Nikodym. Beide werden wir durchgéngig verwenden und besonders fiir den
Fall, dass das Referenzmal} v dem Lebesguemal} entspricht, genauer betrachten.

Beweis. Eindeutigkeit. Um die Eindeutigkeit der Zerlegung in Teil (a) fiir ein endliches
MaB p zu zeigen, nehmen wir an, es gibe zwei Zerlegungen (fiqc, fts) und (g, f1).
Dann gilt

Uac_ﬂgc::u/s_/isa ,Uac_:u:w<<ya N;_MSLV
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und daraus folgt, dass beide Differenzen das Nullmaf sind. Ist ;¢ nun nicht endlich
aber o-endlich, so kann man mit Ausschopfungsargumenten die Eindeutigkeit zeigen.
Siehe [Kle06]. N

Nehmen wir fiir Teil (b) an, dass zwei Funktionen 5 und % mit der Eigenschaft
(1.33) existieren, dann ergibt dies nach der Integrationstheorie sofort h = h v-f. ii.
und somit ist die Eindeutigkeitsaussage des Theorems bewiesen.

Existenz. Diesen Beweis entnehmen wir groftenteils aus [Rud09, Satz 6.10] und
[Kle06, Satz 7.33]. Die Ideen gehen urspriinglich auf v. Neumann zuriick.

1. Fall: Wir nehmen g als positiv und endlich an. Da v ein o-endliches MaB ist,
konnen wir eine Funktion w nach Lemma 1.25 so wihlen, dass w dv ein endliches Mal3
definiert. Damit ist auch da = dy + w dv ein endliches Maf} und mit der Holderschen
Ungleichung gilt fiir ein f € L?(a) := L*(R, a)

' / fdu‘ < / 1l du < / ] da < [[Fllzoe - (@(X)H?

womit folgt, dass f +— [ f dp ein stetiges lineares Funktional auf L?(a) ist. Mit dem
Darstellungssatz von Riesz gibt es dann ein g € L?(«) derart, dass

/fd,u,—/gfda (1.34)
fir alle f € L?(a) gilt.

Setzen wir in der obigen Formel (1.34) f = y 4 firrein A € A mit a(A) > 0 ein
und beachten, dass 0 < p(A)/a(A) < 1 gilt, so erhalten wir

1
Oﬁ/gdagl.
a(A) Ja

Mit dieser Gleichung und Lemma 1.26 folgt, dass g(z) € [0, 1] fiir a-fast alle x € X.
Wir definieren nun Z := g~ !({1}) und die beiden MaRe

fac(A) == p(A\ Z) und ps(A) := p(AN Z),

wobei man direkt die Zerlegung p1 = piqc + s sieht. Nun zeigen wir, dass ps bzw.
Lac singuldr bzw. absolut stetig zum Referenzmal v ist. Dazu formen wir die obige
Gleichung (1.34) in

Ja-asan= [ soda- [ gpdar [ aroa
Z/ngwdv (1.35)

um und setzen f = xz ein. Da die linke Seite verschwindet und w an keiner Stelle
den Wert 0 annimmt, muss v(Z) = 0 gelten, d. h. s L v.

Es seinun A € A mit v(A) = 0. Dann gilt auch v(B) = 0 fiir B := A\ Z. Setzen
wir nun in Gleichung (1.35) f = xp ein, so erhalten wir

02/3(1—9)@.
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Da aber nun die Funktion g eingeschrinkt auf B echt kleiner 1 ist, kann wieder nur
p(B) = 0 gelten und somit auch zi.(A) = p(A\ Z) = 0. Die bedeutet nun fiq, < v.
Die Radon-Nikodym-Dichte h definieren wir durch

h::LwXZc
l—g

und zeigen die Aussage (1.33) durch folgende Rechnung

1.35)

1
[nav= [oxanzwar "™ [ dp = i)
A -9 ANnze

Da fi4.(X) < oo ist, muss b € L' (v) sein.

2. Fall: Tst das positive Maf} px nun nicht mehr endlich, so kann man Dank der
o-Endlichkeit den ganzen Beweis mit Ausschopfungsargumenten wiederholen. Nur
die Bigenschaft h € L!(v) ist dann nicht mehr zu erhalten.

3. Fall: Ist ;1 nun ein signiertes Maf, so betrachtet man die sogenannte positive bzw.
negative Variation

1
=l £ )

Dies sind offensichtlich positive Malle, sodass Fall 2 angewendet werden kann. Da
nun auch p = u™ — p~ gilt, erhilt man sofort die entsprechende Lebesgue-Zerlegung.

4. Fall: Fiir ein komplexes Maf} p hat man natiirlich immer die Zerlegung in Realteil
und Imaginérteil, d. h. p = py + 7pg, wobei diese zwei Malle signiert sind und somit
der dritte Fall anwendbar ist. O

Bemerkung 1.28. Unter schwiicheren Voraussetzungen gilt der Satz in dieser Form
nicht mehr. Ein einfaches Gegenbeispiel stellen wir kurz vor:

Es sei das Intervall (0, 1) mit der Borelschen Sigma-Algebra 5((0, 1)) gegeben.
Darauf sei nun v = A\ das Lebesgue-Maf} und p das Zahlmaf}. Offensichtlich ist das
MaB p weder absolut stetig noch singulir beziiglich des Lebesguemales. Gibe es
nun eine Zerlegung 11 = figc + (s, S0 gélte pus({z}) = 1 fir alle z € (0,1), d. h. fiir
ps und A gibe es keinen disjunkten Trager. Somit kann es keine Lebesguezerlegung
geben.

Fiir die weitere Diskussion wird es wichtig werden, sogenannte Atome des Malies
separat zu behandeln. Betrachtet man Borelmalle auf R, so versteht man darunter
die Punkte, denen ein nichtverschwindendes Mal} zugeordnet wird. Wir formulieren
diesen Begriff dagegen wie in [EIs99] moglichst allgemein.

Definition 1.29. Es sei (X, .A4) ein messbarer Raum und p ein MaB. Eine Menge
A € Aheilit ein p-Atom, wenn 1(A) # 0 und zusitzlich entweder p(B) = 0 oder
w(A\ B) =0 firalle B € Amit B C A gilt.

Das Maf p heifit dann atomlos, wenn es keine p-Atome gibt. Dagegen heil3t i rein
atomar, wenn es eine endliche oder abzihlbare Menge { A1, A, ...} von u-Atomen
gibt mit
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Wie man leicht sieht, ist das Lebesguemal3 A auf der Borelschen Sigma-Algebra
atomlos und damit ist auch jedes zu A absolut stetige Maf} atomlos. Demnach ergibt
sich aus Theorem 1.27 folgende wichtige Aufspaltung von Maflen auf der Borelschen
Sigma-Algebra:

Korollar 1.30. Fiir ein o-endliches Maf3 p auf (R, B(R)), welches entweder positiv,
signiert, komplex oder verallgemeinert komplex ist, gibt es eine eindeutige Zerlegung
beziiglich des Lebesguemafes:

= flae + s, fae K A, ps LA (1.37)

Weiterhin kann man s eindeutig in einen atomlosen Anteil s und ein rein atomares
Map iy aufteilen und erhdilt somit:

M= Hac + Hse T pp - (1.38)

Hier wird piqc der absolut stetige Antelil, 5. der singuliir stetige Anteil und jip), der
rein atomare Anteil von | genannt. Die Summe ps wird als der singuldre Anteil von 1
bezeichnet.

Im Falle eines verallgemeinerten komplexen Mafes gilt die obige Eindeutigkeit
moglicherweise nur noch fiir die jeweiligen Einschrinkungen auf beschrdnkte Mengen
(vgl. Definition 1.7).

Beweis. Es ist nur zu zeigen, dass man auch fiir verallgemeinerte komplexe Maflle
eine Lebesguezerlegung erhilt. Diese kann man mit der Hahn-Jordan-Zerlegung
und dem Fortsetzungssatz von Carathéodory auf natiirliche Weise konstruieren. Die
Eindeutigkeitsaussage gilt dann schlie3lich nur fiir die komplexe Malle i, wobei
K C R eine kompakte Teilmenge ist. Man vergleiche dazu Definition 1.7. O

Die Indizes werden iiblicherweise nach den englischen Begriffen absolutely conti-
nuous, singular continuous und pure point bezeichnet.

Im gesamten Abschnitt haben wir keine operatorwertigen Mafle erwihnt, da diese
einerseits in der gdngigen MafBtheorie nicht aufgenommen werden und andererseits
eine analoge Aussage leicht aus obigen Resultaten folgt.

Korollar 1.31. Es sei $ ein Hilbertraum. Fiir ein operatorwertiges oder verallge-
meinert operatorwertiges Mafs Q2 auf (R, B(R)) gibt es eine eindeutige Zerlegung
beziiglich des Lebesguemafes:

Q=+, Qe <A, Qs LA (1.39)
Weiterhin gibt es eine eindeutige Zerlegung
Q= Quc+ Qse + Qpp . Qs atomlos, Yy, rein atomar. (1.40)

Dabei sind alle obigen Mafie operatorwertig oder verallgemeinert operatorwertig.

Im Falle eines verallgemeinerten operatorwertigen Mafles bezieht sich die Eindeu-
tigkeitsaussage allerdings nur auf die Einschrdankungen auf beschrdnkte Mengen (vgl.
Definition 1.10).
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Beweis. Man verwendet Korollar 1.30 um die verallgemeinerten komplexe MafBe
Qy o = (y,Q()x) zu zerlegen:

Qy,x = (Qyﬂr)ac + (Qy,x)sc + (Qy,x)pp :

Nun definieren wir fiir eine Borelmenge B C R den Operator 2,.(B) wie iiblich
als den eindeutig bestimmten Operator, der (y, Qqc(B)x) = (y.2)ac(B) fiir alle
x,y € $ erfiillt. Auch hier verwenden wir die Konvention (y, oo z) = co. Analog
verfahren wir auch fiir den singulir stetigen und den rein atomaren Anteil und er-
halten somit die Zerlegung des verallgemeinerten operatorwertigen Mafles (2. Die
Eindeutigkeitsaussage folgt aus Theorem 1.27. O

Wir kommen nun auf dem im ersten Abschnitt formulierten Satz iiber die Hahn-
Jordan-Zerlegung zuriick.

Satz 1.32 (Polarzerlegung). Es sei (X, A) ein messbarer Raum. Fiir ein komplexes
Maf 1 auf A gibt es eine messbare Funktion in den Einheitskreis, d. h. eine Funktion
u: X = St ={z€eC| |z| =1}, mit

M(A)Z/Audlul

fiir alle messbaren Mengen A € A. Man schreibt dann abkiirzend dy = wd |p|.

Beweis. Der Satz folgt aus dem Lebesgueschen Zerlegungssatz und einen Beweis
findet man in [Rud09, 6.12 Satz]. ]

Satz 1.33 (Hahn-Jordan-Zerlegung). Es sei (X,.A) ein messbarer Raum. Fiir ein
endliches signiertes Maf} 1 sind die positive und negative Variation, definiert durch

1
=l £ ), (1.41)

singuldr zueinander.
Insbesondere existiert fiir jedes komplexe Maf3 v eine eindeutige Zerlegung in
positive Mafle
+

V=Vgp —Up + Z'I/%- — vy , (1.42)

fiir welche V%— 1 vy und Vc\i; 1 vy gilt.

Beweis. Wir folgen den Ideen aus [Rud09, 6.14 Satz] und nehmen p als signiertes
und endliches Maf} auf dem messbaren Raum (X, .A) an. Nach der Polarzerlegung
existiert also ein u so, dass

p(a) = [ wdlu

fiir alle messbare Mengen A gilt. Es folgt unmittelbar, dass u(z) = +1 fiir p-fast alle
x € X. Definieren wir die Mengen

M* :={zeX|u(x)==+1},
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so gilt

1 +
+u(x)  Julz) ,reM und
2 0 , €M™ 2

1—u(z) |-u(x) ,zeM"
0 ,reMtT

Daraus folgt nun fiir eine messbare Menge A:

) = 0l () £ ) = [ B gl = suan o).

Das heif3t, dass die positive und negative Variation singulédr zueinander sind.
Da ein komplexes Mal} v eine Linearkombination von endlichen signierten Maflen
ist, folgt Gleichung (1.42) aus Obigem. 0

1.7. Absolut stetige und singuliire Funktionen

In diesem Abschnitt verwenden wir [Els99] und [KFS75] und werden kurz den
Zusammenhang zwischen den Bezeichnungen absolut stetig und singuldr stetig von
Mafen und den gleichlautenden Bezeichnungen von Funktionen kléaren.

Definition 1.34. (a) Eine Funktion F' : [a, b] — R heilt absolut stetig, wenn fiir
jedes € > 0 ein § > 0 derart existiert, dass fiir jede abzdhlbare Familie von
disjunkten Intervallen (zy, yy) mit

> lyk — x| <0
p

ebenso auch

D IF(y) = Flag)| < e

k
gilt.
Eine Funktion F' : R — R heit absolut stetig, wenn die Einschriankung auf
jedes kompaktes Intervall X C R, d. h. die Funktion F'|x, absolut stetig ist.

(b) Eine Funktion F' : R — R heil3t singuldr stetig, wenn sie stetig und monoton
ist und A-f. ii. differenzierbar ist mit F’(x) = 0O fiir A-fast alle z € R.

(c) Eine Funktion F' : R — R heilit Sprungfunktion, wenn es zwei abzéahlbare
Mengen L C Rund R C R, eine reelle Zahl o und jeweils eine Funktion
pr: L — R, pr: R — R gibt, welche folgendes erfiillen: Fiir jede natiirliche
Zahln € N gilt

Y Wl<oo, > Ipr(y)| <o
yeLN[—n,n] yERN[—n,n]

und die Funktion F' ist gegeben als

a+ > puy)+ > pr(y) x>0
yeLN[0,z) yeRN(0,x]

F(z) =1 a Lz=0. (143)

a— > puly)— > prly) ,x<0
y€LN[z,0) yeRN(x,0]
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Ein typisches Beispiel fiir eine absolut stetige Funktion ist eine differenzierbare
Funktion oder auch eine Stammfunktion einer integrierbaren Funktion f, d. h.

F(a)=Fla)+ [ " ) dy

ist immer absolut stetig. Man kann zeigen, dass alle absolut stetigen Funktionen auf
kompakten Intervallen von dieser Form sind.

Das klassische Beispiel einer singulér stetigen Funktion ist die Cantorfunktion,
welche \-f. ii. differenzierbar ist und an diesen Stellen F’ = 0 erfiillt, aber trotzdem
stetig und monoton wachsend ist mit F'(0) = O und F'(1) = 1.

Der folgende Zerlegungssatz zeigt nun den Zusammenhang zwischen den nament-
lich gleichen Begriffen von Funktionen und Maf3en.

Satz 1.35. Jede monotone Funktion F' : R — R ldsst sich zerlegen in
F:Fac+Fsc+Fppa (1'44)

wobei Fy. absolut stetig, F. singuldr stetig und I, eine Sprungfunktion ist.
Fiir die zugeordneten Lebesgue-Stieltjes-Maf3e entspricht

HF = [WF, T HF,. T+ HFy, (1.45)
der Lebesguezerlegung aus Korollar 1.30.
Beweis. Siehe [BSU96, Theorem 8.3] L]

Die Funktionen aus (1.44) sind nur bis auf Konstanten eindeutig bestimmt. Um
Eindeutigkeit zu erhalten, muss man sich wieder auf eine Normierung, wie z. B.
Fye.5¢(0) = 0, einigen.

1.8. Differentiation von RadonmafBen

In diesem Abschnitt wenden wir uns der Ableitung von Borelmafen auf R™ zu. Diese
wird analog zum Ableitungsbegriff von Funktionen definiert, wobei hier der Quotient
von zwei verschiedenen Borelmafen in einem gewissen Grenzwert betrachtet wird.
Wir werden gleich sehen, dass der so definierte Differentiationsbegriff eng mit der
bekannten Radon-Nikodym-Ableitung zusammenhingt.

Wir mochten nun noch kurz an den wichtigen Begriff des Radonmalies erinnern.

Definition 1.36. Es sei X ein Hausdorffraum, A die Borelsche Sigma-Algebra auf X
und p ein positives BorelmaB. p hei3t ein Radonmaf3, wenn p lokal endlich und von
innen regulir ist, d. h. fiir jedes A € A gilt

p(A) =sup{u(K) | K C A, K kompakt} . (1.46)

Diese allgemeine Definition erfordert den Begriff der Regularitit eines Malfles,
welcher hingegen fiir BorelmafBle des R™ automatisch erfiillt ist:

Satz 1.37. Ein positives Borelmaf; auf R™ ist genau dann ein Radonmaf3, wenn es auf
allen kompakten Mengen endliche Werte annimmit.
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Beweis. Siehe hierfiir [Els99, 1.12 Korollar]. O

Wenn wir von einem signierten Radonmal} sprechen, so meinen wir damit, dass die
positive und negative Variation aus Satz 1.33 Radonmalfle im obigen Sinne sind. Zur
besseren Unterscheidung werden wir auch in diesem Abschnitt explizit von positiven
Radonmalen sprechen.

Definition 1.38. Es seien p und v positive Radonmalle auf R™. Fiir jeden Punkt
x € R" definieren wir folgende Abbildungen.

lim sup 292D galls (U, () > 0 fiir alle 7 > 0

(Dyp) (z) == ¢ =0t v(Ur (@) (1.47)
00 , sonst
lim inf %g’gg; , falls v(Uy,(x)) > O firaller > 0
(Dyp) () := q r=0F 707 (1.48)

00 , sonst

Hier steht U,.(x) fiir die offene Kugel um z mit Radius . Falls (D, u)(z) = (D, u)(x)
gilt, nennen wir p an der Stelle x nach v differenzierbar und bezeichnen

(Dyp)(x) := (Dyp)(z) = (D, p) () (1.49)

als die Ableitung von 1 beziiglich v an der Stelle x. Anstatt D, 1 schreibt man auch
hiufig du/dv.

Die obige Definition der Ableitung fiir Radonmale wurde [EG92, Chapter 1.6]
entnommen. Der Begriff ldsst sich aber auch auf signierte Radonmalle und komplexe
Male iibertragen:

Definition 1.39. Es sei p ein signiertes Radonmal} oder ein komplexes Maf3 auf R"
und v ein positives Radonmaf} auf R™. Fiir jeden Punkt z € R" definieren wir

lim 2@ alls p (U, (2)) > 0 fiiralle r > 0
(Dyp)(z) := { r—ot V(@) (U (@) (1.50)

%} , sonst ,

falls der obige Grenzwert existiert. In diesem Falle nennen wir p an der Stelle x nach
v differenzierbar und (D, pu)(x) die Ableitung von p beziiglich v an der Stelle x. Auch
hier verwendet man oft die Schreibweise dyu/dv.

Wir werden uns im Weiteren auf den Fall beschridnken, dass beziiglich des Lebesgue-
mafBes )\ differenziert wird. Es sei noch betont, dass wir auch von Differenzierbarkeit
an der Stelle x sprechen, wenn (D, u)(z) = oo gilt. Gerade diese Punkte werden sich
nidmlich spiter als sehr interessant und wichtig herausstellen.

Satz 1.40. Es sei ' : R — R eine monoton wachsende Funktion und ur das
zugeordnete Lebesgue-Stielties-Mafs. Dann ist F' genau dann in x differenzierbar,
wenn up an der Stelle x nach \ differenzierbar ist. Es gilt in diesem Fall

F'(z) = (Dapr)(x) (1.51)
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bzw. in anderer Schreibweise

aF ) dur
E(m) = (x) . (1.52)

Die Gleichheit gilt auch fiir den uneigentlichen Wert co.
Beweis. Der Satz folgt direkt aus der Tatsache, dass

Flx4+r)—F(x—r)

D — l = F /
(Dapr)(z) = lim 5 (z)
fiir alle reellen Zahlen x € R gilt, fiir die die Grenzwerte existieren. O

Der folgende Satz ist als Lebesguesches Ableitungstheorem bzw. als Lebesgue diffe-
rentiation theorem bekannt und zeigt eine bemerkenswerte Eigenschaft von Lebesgue-
integrierbaren Funktionen bezogen auf deren Oszillationsverhalten.

Theorem 1.41 (Lebesgue). Es sei (R™,B(R™), \) als Mafsraum und eine Funktion
f € LY(R™, \) gegeben. Dann gilt

1
tin s [ 10— @) dA0) =0
r—0+ )\(Ur(l‘)) Ur(x)
fiir A-fast alle x € R™.
Inbesondere gilt fiir diese Punkte

1
fo) = tm st [ ).
r—0+ )\(Ur(fl,‘)) Ur(z)
Beweis. Fiir diesen technischen Beweis verweisen wir auf [Sch05, Theorem 19.20]
und auf [Rud09, Satz 7.7]. ]

Der Begriff der Differentiation eines Males ist direkt mit dem Lebesgueschen
Zerlegungssatz verkniipft. Die nidchsten Aussagen werden zeigen, dass die Radon-
Nikodym-Ableitung aus Theorem 1.27 im Wesentlichen mit der oben definierten
Ableitung iiberstimmt und dass fiir singuldre MaBle die Ableitung fast iiberall ver-
schwindet.

Satz 1.42. Es sei u ein signiertes Radonmaf3 oder ein komplexes Maf; auf R"™ und
1 << A Dann existiert eine messbare Funktion f : R™ — C mit

u(E) = [E Fdx (153)

fiir alle Borelmengen E C R"™. Diese Funktion f heifit die Radon-Nikodym-Ableitung
und ist \-f. ii. eindeutig bestimmt.
Dariiber hinaus gilt

dp N
B=f afa (1.54)
und so auch die einprigsame Formel
dp
gW:/g@ (1.55)
/E g dA

fiir jede p-integrierbare Funktion g und Borelmenge £ C R".
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Beweis. Die erste Aussage ist der Satz von Radon-Nykodym aus Theorem 1.27. Fiir
ein komplexes MaB gilt f € L'(R", \) und mit Hilfe von Theorem 1.41 gilt demnach
fur \-fast alle x

o 1 _ o WMU(=) _ dp
S VAT / T(z)f () dMy) = lim 705y = o @)

Ist das MaB nicht endlich, so kann die Aussage mit Ausschopfungsargumenten
bewiesen werden. Siehe dazu [Sch05, Corollary 19.21]. O

Satz 1.43. Es sei p ein positives Radonmaf3 auf R™, welches singuldr beziiglich des
Lebesguemapfes ist, 1 1. \. Dann gilt:

dp )
I =0 Afi (1.56)
Beweis. Siehe [Sch05, Corrollary 19.22]. O

Satz 1.44. Es sei u ein positives Radonmaf auf R™. Dann exlstlert )\ [ ti. und fiir
den absolut stetigen Anteil von p gilt

ftae(B / gy (1.57)

fiir jede Borelmenge B C R™.

Beweis. Wir konnen p = pqc + p4s mit dem Lebesgueschen Zerlegungssatz eindeutig
aufspalten. Dann gilt mit den vorherigen Sétzen

dj _ dftac + dps
dx  d\ d\

und somit folgt ebenfalls mit Satz 1.42 und Satz 1.43

dp /d,uac
X = A = j1e(B
/ » d\ (B)

fiir jede Borelmengen B. O

A-f. .

Das folgende Theorem, welches minimale Tréger eines Malles und deren Lebesgue-
Zerlegung iiber die Ableitung charakterisiert, findet man in [GP87, Lemma 4], jedoch
ohne ausformulierten Beweis. Dies wird hier nachgeholt. Das Theorem wird sich noch
als sehr wichtig erweisen, wenn wir uns im nédchsten Kapitel mit Herglotzfunktionen
beschiftigen.

Theorem 1.45. Es sei i ein positives Radonmaf3 auf R, (1 = fiac + fisc + ppp Seine
Lebesguezerlegung und E die Menge der Stellen x € R, an denen p nach dem
Lebesguemay; differenzierbar ist. Dann gibt es folgende minimale Trédger

(a) M = {x €E| %f(a;) € (O,m]}fﬁru,

(b) Mge = {l‘ el ‘ d“ (O,oo)}fur Mac >
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(c) Mg := {x ekl | j—’;(m) = oo}ﬁirus,
(d) Mge:= {x €E| %f(x) = o0, p({z}) = O}fb‘ir sc

(e) Mpp:= {:c €E| Z—’;(az) = o0, p({z}) > O}fb'ir Lpp -

Beweis. Wir werden nun zuerst die Menge M s untersuchen, da dies der schwierigste
Teil des Beweises ist. Die Darstellung M, lisst sich dann vergleichsweise leicht
zeigen und die anderen Darstellung lassen sich anschlieend direkt folgern.

Teil (c): Fiir diesen Teil arbeiten wir die Ideen von [Tes09, Theorem A.35] aus. Es
sei dafiir v ein singuldres MaB und Oy, := {z € R | (Dv) () < k}. Wir wihlen fiir
ein k € N eine kompakte Menge K C Oy und dann fiir jede natiirliche Zahl m eine
offene Menge V;,, mit K}, C V,,, so, dass immer A(V,,, \ K%) < 1/m gilt.

Fiir jedes z € K, wihlen wir eine offene Kugel U, (x) C V;,, und zwar so klein,
dass v(Use, (x)) < kA(Use, (z)) gilt. Da nun K}, kompakt ist, gibt es eine endliche
Teiliiberdeckung, indiziert mit der endlichen Indexmenge J:

jeJ
Nun ist leicht zu sehen, dass man eine nichtleere Menge I C J von diesen Kugeln so
auswihlen kann, dass diese paarweise disjunkt sind und

U Ue,, (5) C U Use,, (i)

jeJ il

erfiillt ist. Mit dieser Auswahl der offenen Kugeln erhalten wir

(Kk <y(UU ) <I/<UU3€I xl)):ZV(Uggzl(l‘l))
i€l
<kZA Use, (:)) =3k > A(U,, (z:)) < 3kA(Vin)
icl i€l

und zwar fiir alle natiirliche Zahlen m, woraus v(K) < 3kA(K) folgt. Nun nutzen
wir die Regularitit der Radonmale v und X aus, siehe Definition 1.36, und erhalten:

v(A) < 3kA(A), fiir jede Borelmenge A C Oy .

Insbesondere ist v absolut stetig auf jeder Menge Oj. In Kombination mit der Vor-
aussetzung, dass das Maf singulir ist, kann also nur v(Oy) = O fiir alle k¥ € N
gelten.

Somit ist M ein Tréger fiir den singulédren Teil p,, welcher nach Satz 1.43 und
Satz 1.44 minimal beziiglich des Lebesguemales ist.

Teil (b): Nach obigem Beweis und Satz 1.44 ist auch direkt ersichtlich, dass M,
ein Triger fiir den absolut stetigen Teil 14, ist. Wir zeigen nun, dass dieser minimal
ist. Es sei dafiir T" C M, ein weiterer Triger von p,.. Dann betrachten wir die
tac-Nullmenge N := M, \ T und die Teilmengen N, := {z € N | ¢ < Du}. Es
gilt dann

1 1
A(NVe) < = Dpd\ = —pge(Ne) =0
€ JN. 9
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und deshalb auch A(N) = 0.
Die Teile (a), (d) und (e) sind nun direkt zu folgern. ]

Man sollte erwihnen, dass M,,, nicht nur ein minimaler Tréger fiir das rein atomare
MabB jip), ist, sondern auch der kleinste Tréger ist, d. h. es gibt keinen anderen Tréiger
T, der die Inklusion T C M, erfiillt. Fiir rein atomare MaBle wird man natiirlich
immer den kleinstmoglichen Trager angeben, was wir ab sofort auch so handhaben
werden.

Die minimalen Triger der stetigen Anteile konnen dagegen im Allgemeinen nicht
kleinstméoglich gewéhlt werden. Fiir den Tréager des singulidr stetigen Anteils kann es
sogar vorkommen, dass M nicht leer ist, obwohl das Maf3 absolut stetig ist. Dies
werden wir an folgendem Beispiel demonstrieren.

Beispiel 1.46. Es sei das positive MaB p auf (R, B(R)) gegeben durch

1
um) = | @

fiir jede Borelmenge B, also insbesondere absolut stetig beziiglich des Lebesguemales.
Es gilt andererseits offenbar

MS:{xER‘Zi(x):oo}:{O};é@.

Kommen wir nochmals kurz auf den topologischen Tréger, welcher in der Spektral-
theorie in Kapitel 3 eine groBere Rollen spielen wird, zuriick. Da supp(u) fiir jedes
RadonmalB auf R ein abgeschlossener Tréger ist, kann man nach den Relationen zu
den oben definierten minimalen Trigern fragen.

Satz 1.47. Es sei p ein positives Radonmaf3 auf R und alle Bezeichnung wie in
Theorem 1.45. Wir notieren mit [i. 1= [iqc + [sc das atomfreie Maf3. Dann gilt fiir den
absolut stetigen bzw. singuldr stetigen Anteil

supp(pic) 2 Mac 2 Supp(fiac) (1.58)
Supp(ﬂc) 2 Msc 2 Supp(usc) (1.59)

und fiir den rein atomaren Anteil
Moy = supp(ppp) - (1.60)

Beweis. Wir zeigen zuerst M . C supp(u.). Es sei dafiir x € M., d. h. es gilt fiir
das MaB u((x — e,z +¢)) > 0 fiir allee > 0 und p({z}) = 0 nach der Definition
der Ableitung. Demzufolge liegt = auch im topologischen Tréiger von fi..
Ist umgekehrt 2z € supp(jiqc), s0 gilt mit dem Satz von Radon-Nykodym, dass
dp

/ ﬁ(y) d\(y) > 0 firallee > 0.

(z—e,x+e)
Das heif3t, dass fiir alle € > 0 ein y. existiert, fiir welches

dp

() € (0,)
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und y. — « gilt. Somit liegt = im Abschluss von M.

Fiir den singulér stetigen Anteil verlduft der Beweis analog. Beachte dabei, dass
psc(O) = 0 fur alle Mengen Oy, := {z € R| (Du) (z) < k} gilt.

Die Aussage fiir den rein atomaren Anteil ist offensichtlich richtig. O

Hervorzuheben ist, dass in der allgemeinen Situation weder M. C supp(psc)
noch M. 2O supp(pusc) erfiillt ist. Gleiches gilt fiir den absolut stetigen Anteil.

1.9. Matrixwertige Stieltjes-Male

Wir erinnern daran, dass matrixwertige bzw. operatorwertige Maf3e durch einfaches
Zuriickfiihren auf komplexe Mafle definiert wurden. Auch die von uns sogenannten
verallgemeinerten matrixwertigen Malie konnten problemlos aus der skalaren Theorie
heraus erreicht werden. Das gleiche Prinzip werden wir nun fiir die Stieltjes-Malle
und -Integrale durchfiihren.

Definition 1.48. Es sei ) ein komplexer oder reeller Hilbertraum. Eine operatorwerti-
ge Abbildung 7" : R — L($) heiit dann monoton wachsend, wenn

(a) T'(t) fiir alle t € R selbstadjungiert ist und
(b) T(t) — T(s) > 0 fiiralle t > s gilt, d. h.
(x,(T(t) = T(s))x) > Ofiiralle x € 9 .

Definition 1.49. Es sei §) ein komplexer Hilbertraum und 7" : R — L£(£)) eine
monoton wachsende Abbildung. Dann ist fiir alle x € $

F,:={(x,T(")x) (1.61)

eine reellwertige monoton wachsende Funktion, sodass das zugeordnete Lebesgue-
Stieltjes-MaB 1, nach Definition 1.12 existiert.

Es sei B C R eine beschrinkte Borelmenge. Bekannterweise gibt es durch Polari-
sierung genau einen Operator 2(B) € L($)), der

(z,AB)z) = pr,(B) (1.62)

fiir alle z € $ erfiillt. Dadurch wird ein verallgemeinertes operatorwertiges Borelmaf}
Q:B(R) = L(H) U{oo} festgelegt, welches auf beschrinkten Mengen eindeutig
bestimmt ist. Dieses heilit das operatorwertige Lebesgue-Stieltjes-Maf3 zu T und wird
mit Q7 bezeichnet. Wie immer sprechen wir im endlichdimensionalen Fall von einem
matrixwertigen Lebesgue-Stieltjes-May3.

Bemerkung 1.50. Wie im skalaren Fall gelten fiir beschrinkte Intervalle folgende
Formeln

Qr((a,b)) =T (") - T(a"),
Qr([a,0)) =TO®") =T(a"),
Qr((a,b]) =T(b") - T(a™),
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Qr(la,b]) =T(®") —T(a),

wobei a, b € R und nur der Fall der leeren Menge ausgeschlossen ist.
Das Integral ist nach Definition 1.10 wohldefiniert, wobei man hier oft die praktische

Schreibweise

b
/ g(t) dT(t) == / o(t) dr (1) (163)
a [a.b]

verwendet.






2. Herglotzfunktionen

In diesem Abschnitt werden holomorphe Funktionen in der oberen Halbebene betrach-
tet, welche in der Literatur verschiedene Namen tragen. Sehr oft werden sie nach dem
deutschen Mathematiker Gustav Ferdinand Maria Herglotz oder nach dem finnischen
Mathematiker Rolf Herman Nevanlinna benannt. Etwas seltener findet man auch
Bezeichnungen, die sich auf den Gsterreichischen Mathematiker Georg Alexander
Pick beziehen.

Herglotzfunktionen und deren Verallgemeinerungen auf den matrix- oder operator-
wertigen Fall besitzen viele interessante Eigenschaften, von denen einige als klassische
Resultate wohlbekannt sind. Aus diesem Grund ist es nicht immer einfach, die pas-
senden Beweise in der Literatur ausfindig zu machen, sodass in diesem Kapitel viele
Aussagen explizit bewiesen werden.

Wir benutzen hier hauptséchlich den Ubersichtsartikel [GT00] von F. Gesztesy und
E. Tsekanovskii, welcher sich mit matrixwertigen Herglotzfunktionen beschiftigt, und
das klassische Werk [AG93] von N. 1. Akhiezer und I. M. Glazman.

2.1. Skalare Herglotzfunktionen

Diese Einfiihrung in das weite Feld der Herglotzfunktionen beginnt mit der iiblichen
Definition von Funktionen mit komplexen Werten, genauer mit Werten in der oberen
Halbebene. Da wir spiter matrixwertige Funktionen betrachten werden, verwenden
wir manchmal zur besseren Unterscheidung die Bezeichnung skalare Herglotzfunk-
tion. Wir schreiben durchgingig C; := {z € C | Im(z) > 0} fiir die offene obere
Halbebene.

Definition 2.1. Eine holomorphe Funktion m : C — C heilit Herglotzfunktion, falls
m(C4) C C4 oder wenn m = r fiir ein r € R.

Es scheint wichtig zu bemerken, dass eine holomorphe Funktion m auf C,. genau
dann eine Herglotzfunktion ist, wenn Im m(z) > 0 fiir alle z € C. gilt. Nach dem
Satz der Gebietstreue bzw. nach dem Offenheitssatz der Funktionentheorie (vgl. [RS02,
Kapitel 8.5]) muss sogar die echte Ungleichung gelten, falls m nicht identisch einer
reellen Konstanten ist.

Wenn m sowie n nichtkonstante Herglotzfunktionen sind, dann sind auch offen-
sichtlich die Summe m + n und die Komposition m o n Herglotzfunktionen. Weitere
Verkniipfungen werden wir im Verlauf untersuchen.

Der folgende Hauptsatz zeigt, dass es fiir jede Herglotzfunktion eine besondere
Integraldarstellung gibt. Dies ist ein klassisches Ergebnis und bildet die Grundlage
fiir alle weiteren Eigenschaften, die wir fiir Herglotzfunktionen beweisen mochten.
Der Beweis dieser Darstellungsformel wird mit Hilfe des ersten Kapitels ausfiihrlich
ausgearbeitet. Wir werden dabei hauptsdchlich Lebesgue-Stieltjes-Integrale und die
Sétze von Helly verwenden.

37



38 2. Herglotztunktionen

Theorem 2.2. Es sei m eine Herglotzfunktion. Dann existiert ein positives Borelmaf3
w auf R, welches

1
/R T2 dw(s) < oo (2.1)

erfiillt und der Herglotzfunktion die folgende Darstellung verleiht

< L i )dw(s). 2.2)

s—z 1482

m(z):c+dz—|-/

R
Dabei ist ¢ = Rem(i) und d = limy_, m(iy)/(iy) > 0.

Beweis. Wir folgen hier im Wesentlichen den Ideen des Beweises aus dem Klassiker
[AG93], wobei wir allerdings manche Details deutlich genauer ausarbeiten werden.

Mit Hilfe einer Mébiustransformation bilden wir zuerst die obere Halbebene auf
die Kreisscheibe ab, da wir dort die Schwarzsche Integralformel (vgl. Lemma A.5)
verwenden konnen. Am Ende des Beweises werden wir diese Transformation wieder
riickgingig machen.

Wir definieren mit Hilfe der Herglotzfunktion m eine Funktion f : D — C auf der
offenen Kreisscheibe D := {¢ € C| |¢| < 1} durch:

F(Q) = m @jg) .

Diese ist demnach holomorph ist und erfiillt Re f > 0.

Wir wihlen nun z € C fest und zwar fiir den gesamten Beweis. Damit ist auch
¢ := (2 —1i)/(z + i) € D als Element der Kreisscheibe fest gewihlt. Es sei nun
R < 1 so groB gewihlt, dass |¢| < R gilt, damit die Schwarzsche Integralformel
(siche Lemma A.5) angewendet werden kann:

. 1 27 " Reit +C
FQ) = it f0) + 5 [ Re (M) T it
Offensichtlich ist ag(t) = 5 fg Re f(Re'™)dr eine monoton wachsende Funktion
auf dem Intervall [0, 27], denn es gilt Re f > 0. Somit existiert das zugeordnete
Lebesgue-Stieltjes-MaB nach Definition 1.12. Da a.i sogar stetig differenzierbar ist,
ergibt Proposition 1.15 sofort:

27 it
f(g)—ilmf(o)—ir/ R HC tan(t) .

0 Reit — C

Es sei nun (R, ),en eine Folge mit |(| < R, < 1 und R,, — 1. Dann ist jede analog
definierte Funktion v, monoton wachsend und es gilt

1 2m )

0<ag,(t) < 2/ Re f(Re") dt = Re f(0) .
T Jo

Dies bedeutet, alle Funktionen bilden in die gleiche kompakte Menge ab, sodass

nach Hellys Theorem 1.17 bzw. Korollar 1.18 eine Teilfolge (n)) und eine monoton

wachsende Funktion « : [0,27] — [0, Re f(0)] als punktweiser Grenzwert existiert.
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Um nun Lemma 1.20 anwenden zu kénnen, muss die gleichméBige Konvergenz der
Funktion )

Re' + ¢

Ret — ¢

fiir R — 1 nachgewiesen werden. Dies ist hingegen eine leichte Rechnung, welche

hgr(t) =

1-R Roi1-
_ < Eimd N
|hr thoo_C(C)R_ICI 0

ergibt. Hierbei steht C'(() fiir eine Konstante, die nur von ¢ € D abhingt. Anwenden
des Lemmas 1.20 fiihrt zu:

2

f(C) =4¢Im f(O) + khm ) hRnk (t) dOéRnk (t)

. 27 zt+c
—iTm f(0) + / 2 dat)

=iIm £(0) + [a(27) — a(277) + (0T) — a(0)]

ic
—¢ ”+c
e

1+g e+ ¢
vi(—c )+1—Cd+(02/) eit_cda(t)

Dabei wurden die Konstanten ¢ und d folgendermallen definiert:

¢:=—Im f(0) = Rem(i),
d:=a27) — a2r7) + a(07) — a(0).

Nun mochten wir natiirlich wieder zuriick auf die urspriingliche Herglotzfunktion m,
sodass wir nach einigen Umformungen

elt + z
_ - T
m(z) =c+dz+1i / - da(t)
z+1

(0,27)

B zcot(t/2) — 1
=c+dz+ / Fcot(t/2) do(t)
(0,27)

erhalten. Nun konnen wir die Substitutionsregel fiir Lebesgue-Integrale anwenden, vgl.
Theorem 1.16. Durch 5(t) := a(2arccot(—t)) erhalten wir eine monotone Funktion

und somit auch das zugehorige Stieltjesmal pig. Setzen wir f(t) = 2arccot(—t), so
gilt p1o, = fip1g und damit

/ M)WE/Q)_ld(f*Mﬁ):/R_ZS_ldyg(s).

z + cot(t/2) z—8
(0,27)
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Somit gilt schlieBlich:
zs+1

m(z) =c+dz+ / dp(s) . (2.3)

R S—Z

Auch die Darstellungsformel in dieser Form mit einem endlichen Borelmal} wird oft
genutzt. Wir setzen indessen dw := (1 + s2)df3 und erhalten nach einer Partialbruch-
zerlegung das endgiiltige Ergebnis:

m(z):c+dz+/R<Siz—H582> duw(s) .

Nach der Herleitung ist c = Rem(7) und d > 0. Aus der Darstellungsformel folgt
dariiber hinaus auch direkt d = lim,_,o m(iy)/(iy). O

Im oben genannten Theorem gilt offensichtlich auch die Umkehrung, d. h. eine
Funktion von der Form (2.2) ist fiir d > 0 immer eine Herglotzfunktion. Das folgende
Theorem zeigt, wie man das Mal} w direkt aus den Werten der Herglotzfunktion
erhalten kann.

Theorem 2.3. Ist m eine Herglotzfunktion, so gilt fiir das positive Borelmaf; w aus
Theorem 2.2 und fiir (t1,t2) C R folgende Inversionsformel:

se({tn}) + w(fta)) +w((h, 12)) = Jim 1/t2 Imm(z +ic)d . (2.4)

e—0t T t1

Beweis. Wir verwenden die Darstellungsformel (2.2) fiir die Herglotzfunktion m und
berechnen den Imaginirteil letzterer durch:

1
I ie) =d Im (| ——— | dw(t) .
mm(z + ic) 8+/Rm<t—:v—i5> w(t)

Da dieser Imaginirteil per definitionem nicht negativ sein darf, konnen wir den Satz
von Fubini anwenden und erhalten

to to 1
lim Imm(z +ic)dr = lim (/ Im <> dx) dw(s)
R t1

e—=0t Jy, e—0t

1 1
= li t —(to — — t —(t1 — d .
lim, A [arc an <€( 2 s)) arctan (5( 1 s))} w(s)
Wir konnen das Integrationsgebiet nun geschickt aufteilen in
R = (—00,t1) U {t1} U (t1, t2) U {t2} U (t2, 00)

und fiir jedes einzelne Integral den Satz von Lebesgue verwenden. Dabei nutzen wir
folgende Tatsache

) /2  ,t>s

lim arctan ((t—s)) =10 ,t=s
e—0t €

/2 ,t<s

und erhalten somit die Umkehrformel (2.4). ]
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Manchmal ist es praktisch anstatt des Radonmalles w eine monotone Funktion
W : R — R anzugeben und die Darstellungsformel aus Theorem 2.2 als Lebesgue-
Stieltjes-Integral zu formulieren. Da diese Funktion, wie in Kapitel 1 beschrieben,
nicht eindeutig bestimmt ist, miissen wir Sie normieren. Als niitzlich erweist sich
folgende Konvention:

W(a) = +%[w((07$])+w([0,x))} , x>0 s
| _%[w((a:,O])—i—w([:c,O))} , 2<0. '

Somit ist das entsprechende Lebesgue-Stieltjes-Mal3 durch pyr = w gegeben und es
gilt neben W (0) = 0 vor allem folgende Normierung:

W(x) = % (W(z*)+W(z7)) firallez € R. (2.6)

Diese Definition erzeugt also eine Funktion, die an Unstetigkeitsstellen genau den Mit-
telwert aus rechtseitigem und linksseitigem Grenzwert annimmt. Die Umkehrformel
aus Theorem 2.3 hat in dieser Formulierung folgende kompakte Form:

to
W(ta) — W(t1) = lim 1/ Imm(x + i) dz . (2.7)

e—0t T t1

Eine schone Sammlung von Beispielen und Anwendungen von skalaren Herglotz-
funktionen findet man in [GTOO]. Wir zeigen hier nur ein einfaches Beispiel und
demonstrieren die Niitzlichkeit der obigen Umkehrformel (2.7).

Beispiel 2.4. Wir nehmen m(z) = ¢ als wohldefinierte Herglotzfunktion und berech-
nen die Funktion W nach der Umkehrformel

t
W(t) = lim 1/ Imm(z +ie) dz = f (2.3)
0

e—0t T s

und damit gilt fiir das BorelmaB dw = d\ /7. Daraus leiten wir die Identitiit

i—1/ L2\ (2.9)
Trg\r—2 1+ 22

ab, welche man ebenfalls leicht durch den Residuensatz erhilt.

Laut Greenstein [Gre60] ldsst sich mit der Funktion W besonders einfach die
analytische Fortsetzung der Herglotzfunktion in die untere Halbebene angeben:

Theorem 2.5. Es sei m eine Herglotzfunktion mit dem zugeordnetem Borelmaf; w
aus Theorem 2.2, W die durch (2.5) definierte Funktion und (a,b) C R ein Intervall.
Dann ist m genau dann durch (a, b) in ein Gebiet der unteren Halbebene, D_ C C_,
holomorph fortsetzbar, wenn W|(a,b) analytisch ist.

In diesem Falle gilt

m(z) = m(z) + 2miW'(z) firze D_ CC_, (2.10)

wobei W' die analytische Fortsetzung von W' ‘(a,b) in das Gebiet D_ ist.
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Beweis. Siehe [Gre60, Chapter II1]. O

Im néchsten Theorem beschreiben wir eine bestimmte Klasse von Herglotzfunk-
tionen, welche vor allem in Anwendungen héufig auftreten. Auch in dieser Arbeit
spielen diese Herglotzfunktionen die wichtigste Rolle. Sie zeichnen sich durch eine
vereinfachte Darstellungsformel aus, die wir nun beweisen mochten.

Theorem 2.6. Ist m eine Herglotzfunktion mit sup,cc, [m(z)Im (z)| =: M < oo,

so gibt es genau ein Borelmaf; w auf R, welches
/dw§M<oo (2.11)

R
erfiillt und der Herglotzfunktion folgende Darstellung vergibt:
1

m@:/ du(t) . 2.12)

R t—z

Beweis. Auch hier stammen die Ideen des Beweises aus [AG93], welche wir hier
ausformulieren mochten. Mit der Darstellungsformel aus Theorem 2.2 gibt es ein
BorelmaB w mit

1 t
m(z)-c—i—dz—i—/ﬂ{(t_z—w) dw(t), z€Cy.

Da nun m(in)/(in) = nm(in)/(in*) — 0 fir n — oo nach der Voraussetzung an die
Herglotzfunktion gilt, verschwindet die Konstante d.
Weiterhin folgt aus der genannten Voraussetzung, dass ein M > 0 existiert mit

M = n|m(in)| = P S

wetn [ (25 raa) 0] =10 @)

fiir alle n > 0. Wir kiirzen den Ausdruck innerhalb des Betrages mit A(n) ab. Die
Ungleichung (2.13) gilt dann auch fiir den Imaginirteil von A(n) und liefert uns sofort

mmm:AQﬁk>mmSM.

Im Grenzwert 7 — oo zeigt der Satz von der monotonen Konvergenz schlieflich

/deM.
R

Andererseits zeigt der Realteil von A(n) ebenfalls mit der Betrachtung der Unglei-
chung (2.13) im Grenzwert  — oo, dass

t t t
= 1.[[] —_— d t == 7(1 t .
‘T8 R<1+t2 t2+n2> w(f) /Rl+t2 w(t)

Die letzte Gleichung folgt aus dem Satz von der majorisierten Konvergenz, da die
Konstante 1 eine w-integrierbare Funktion ist. Beachte dabei, dass fiir 7 > 1 und

t € R beliebig
ol 2>1 2, bt
2) =1 " 2z
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gilt.
Setzen wir nun diese Form von c in die iibliche Darstellungsformel ein, so erhalten
wir die Behauptung. O

Wichtige Beispiele solcher Herglotzfunktionen, findet man durch selbstadjungierte
Operatoren auf Hilbertriumen, die sich in den weiteren Kapiteln als sehr wichtig
erweisen werden.

Beispiel 2.7. Es sei $) ein komplexer Hilbertraum und 7' € £($)) selbstadjungiert.
Dann ist fiir alle 7 € § die Funktion m,(z) := (x, (T — z)~'z) eine skalare Her-
glotzfunktion mit sup,cc, [m.(2)Im (2)] < cc.

Beweis. Wir nehmen ohne Einschrinkung = # 0 an. Dass m, eine holomorphe
Funktion auf C™ ist, folgt aus der Analytizitit der Resolventenabbildung. Setzen wir
fiir ein z € C* zur Abkiirzung y = (T — z) 'z, so erhalten wir:

Immg(z) = Im (T = 2)y,y) = Im (T'y, y) + Im [-Z (y, y)]
=0+ ||ly[*Tmz > 0.

Die Operatornorm der Resolventen erfiillt immer ||(7 — z)~!|| < |Im z| ™" und aus
dieser Eigenschaft folgt direkt

[ (2)Im (2)| = [Im (2)| [ {2, (T — 2)~"a)| < |l
sodass alles gezeigt ist. 0

Wie in der allgemeinen Darstellungsformel gilt auch fiir Theorem 2.6 die Umkeh-
rung, was wir im folgenden Satz festhalten mochten:

Satz 2.8. Fiir jedes endliche Borelmaf; w ist die Funktion, auch hdufig als Boreltrans-
formation von w bezeichnet,

mey(2) ::/ ! dw(t) (2.14)

t—=z
eine Herglotzfunktion mit sup_cc, |me(2)Im (2)] < w(R).
Beweis. Wir verweisen auf [Tes09, Theorem 3.10]. ]

Nun werden wir betrachten, inwiefern die Ableitung des Borelmafles w beziiglich
des Lebesguemalles, was wir mit Dw abkiirzen wollen, mit den Werten der Herglotz-
funktion in Beziehung steht. Wenn wir f. ii.schreiben, so ist dies immer beziiglich des
Lebesguemalles auf der Borelschen Sigma-Algebra gemeint.

Theorem 2.9. Es sei m eine Herglotzfunktion und w das zugeordnete Mafs. Dann gilt

1 1 —
(Dw)(z) < liminf —Imm(z+ie) < limsup —Imm(z+ic) < (Dw)(z). (2.15)
e—0t T et T
Insbesondere existiert der Grenzwert f. ii. und es gilt
1
(Dw)(z) = lim —Imm(x + ie) (2.16)
e—=0t T

fiir alle Stellen, an denen Dw existiert.
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Beweis. In diesen Beweis flieBen Ideen aus [Tes09] ein. Es seien x € R, § > 0 und
€ > 0 beliebig gewihlt. Die Herglotzfunktion sei durch die Darstellungsformel aus
Theorem 2.2 gegeben und somit gilt fiir den Imaginirteil

Imm(x +ie) = de —|—/R dw(t) .

s
(t —x)% 42
Definieren wir nun zur Abkiirzung K. (t) := ¢/(t> + %), so konnen wir fiir ein
beliebiges aber festes § > 0 das Integral aufteilen

Imm(z + i) = de + K (t—z)dw(t)+ | K (t—x)dw(t),
R\Is Is
wobei Is := (x — d,z + 0). Die ersten beiden Summanden verschwinden in der

Grenzwertbetrachtung € — 0T, denn fiir ein hinreichend kleines & > 0 gilt mit dem
endlichen MaB d3(t) := dw(t)/(t*> + 1) Folgendes:

K. (t —z)dw(t) = K.(t—x)(t* +1)dB(t)
R\ /s R\7s

< K.(8)((z + )2 + )BR) =25 0.
Fiir die Berechnung des letzten Summanden wihlen wir fiir ein beliebiges § > 0 zwei
Konstanten cg5, C5 € [—00, 0o] derart, dass sowohl

I
cs < w; ) < (s firalle s € (0,9)
s
als auch . .
cs =0 (Dw)(z) und Cs LIRCAN (Dw) () (2.17)

gilt. Desweiteren benutzen wir die Ideen aus [Tes09] und berechnen fiir die Menge
M:={(s,t)| tels,s€(0,0)} ={(s,t)| t € Is,s € (t—x,0)}
das Integral
/ K.(s)dsdw(t)
M

nach Fubini auf zwei verschiedene Weisen. Wir erhalten

4
/0 K (s)w (L) ds — /M K'(s) ds dw(t) = /1 (K(0) — Kelt =) o)
und damit
1
Ko(t— ) dw(t) = K.(8)w(Iy) — /O K (s)w (L) ds .

Is

Verwenden wir nun 2s ¢s < w(ls) < 2sCj furalle 0 < s < §, und

/6 (—sKé(s)) ds = —0K.(9) + arctan(d/¢) ,
0
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was aus einer elementaren Rechnung folgt, so erhalten wir

2cs arctan(d/e) < | K (t — z)dw(t) < 2Cs arctan(d/e) .
Is

Betrachten wir diese Gleichung im Grenzwert e — 0T, so ergibt dies

1 1
¢s < liminf —Imm(z + i) < limsup —Imm(z + ic) < Cj
e—0t T es0t T
und die Behauptung folgt aus (2.17). Dass der Grenzwert fast iiberall existiert folgt
sofort aus Satz 1.44. O

Das vorherige Theorem zeigt, wie die Ableitung des Mafles und die Randwer-
te der Herglotzfunktion zusammenhingen. Fiir die Randwerte gilt sogar folgender
allgemeiner und wichtiger Satz:

Satz 2.10. Fiir eine Herglotzfunktion m existiert der Grenzwert lim,_,q+ m(x + ic)
f . fiir x € R und ist ebenfalls f. ii. endlich.

Gibt es eine Menge A C R mit positivem Lebesguemaf; und der Eigenschaft, dass
der Grenzwert lim__,q+ m(x + i) = 0 fiir alle © € A verschwindet, so muss m = 0
gelten.

Beweis. Aus Theorem 2.9 folgt direkt, dass der Imaginirteil des Grenzwertes der
Herglotzfunktion f. ii. endlich existiert. Dass Gleiches fiir den Realteil gilt, ist eine
leichte Argumentation mit der Quadratwurzel. Siehe [Tes09, Corollary 3.24].

Die zweite Aussage ist ein Spezialfall der sogenannten Luzin-Priwalow Theoreme
und man findet sie in [Pri56]. O

Wir konnen sogar zeigen, wie schnell der Grenzwert fiir den Realteil am Rand
hochstens nach Unendlich anwachsen kann.

Satz 2.11. Ist m eine Herglotzfunktion und x € R, so gilt immer

lim eRem(z +ie) =0. (2.18)
e—0t
Insbesondere gilt im Falle der Existenz der Grenzwerte

lim eImm(x +ic) = —i lim e m(z +ic) . (2.19)
e—0+t e—07T

Beweis. Es sei d > 0 beliebig gewihlt. Dann gilt:

eRem(z +ie) =e(c+dx) +¢ H.(s)dw(s)+¢e | H:(s)dw(s) (2.20)
R\I5 Is
mit
s—x s

(s—x)2+e2 1+s2°
Hier ist das Intervall 5 := (x —d, x4+ ) wie im Beweis von Theorem 2.9 gewihlt. Die
ersten beiden Terme in (2.20) sind wieder ungeféhrlich, da fiir ein geniigend kleines
£ > 0 und mit dem endlichem MaB d3 = (1 + s2)dw Folgendes gilt:

H.(s) =

_ 1) — g2
el Hodo= 5/ (s ‘T)(“‘sj ) —= 2 dB(s) < cC3B(R) =2 0.
R\I; R\I; (s—x)*+e
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Dabei ist Cs := (6 — 2) (26 + 1)/(d — x)? die Abschitzung des beschriinkten Inte-
granden.
Fiir den dritten Term beachte man die elementare Rechnung, dass aus (z +1)2 > 0

folgt, dass fiir alle x € R

1 T
<
2~ 2241

gilt. Damit ldsst sich nun Folgendes berechnen:

<

N | =

(s—xz)/e s
[ H(sytate)| < /IM} =T 1‘dw(s)+5 /15 | duts)
1 S
< /Ls\{;t} 2dw(s)—|—€/Ls o2 dw(s)
§;[w((x—é,:z))+w((ﬂc,x+5))]—1—6/15 | awts).

Wir erhalten demnach insgesamt

w((z—6,2)) +w((z,x+9))]

N

lim [eRem(x +ie)| <
e—0t

fiir jedes § > 0. Aufgrund der (-Stetigkeit von w folgt somit die Behauptung. 0

Der Realteil einer Herglotzfunktion wéchst bei Anndherung an die reelle Achse
folglich langsamer als linear an. Fiir den Imaginérteil gilt dies im Allgemeinen nicht.
Wir werden nun zeigen, dass das Wachstumsverhalten des Imaginérteils der Herglotz-
funktion direkt mit den Atomen des zugeordneten BorelmaBies w zusammenhéngt.

Satz 2.12. Ist m eine Herglotzfunktion und w das zugeordnete Borelmaf3, so gilt fiir
ein x € R immer
lim eImm(x +ie) = w({z}) . (2.21)
e—0t
Beweis. Beachte, dass nach dem Beweis von Theorem 2.9 fiir jedes geniigend kleine
0 > 0 Folgendes gilt:

) e
lim eImm(z +1¢) = lim e ———dw(t
e—0*t ( ) e—07T /:136 (t — 1:)2 + &2 ( )

1
= lim —————dw(t) + / dw(t) =04+ w({z}).
=0 Jip\ (e} (222)% 41 (z}

Hier wurde der Satz von Lebesgue mit der Majorante 1 verwendet. O

Wir halten nun fest, dass die Atome von w durch die Betrachtung der Randwerte
der Herglotzfunktion erhalten werden konnen. Das nichste Kapitel zeigt, wie sich
dieses Prinzip auch auf die anderen Anteile des Malles ausdehnen lisst.
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2.2. Minimale Triger bei skalaren Herglotzfunktionen

In diesem Abschnitt werden wir das zu einer Herglotzfunktion zugeordnete BorelmaR
w nach dem Lebesgueschen Zerlegungssatz in

W = Wge + Ws = Wae + Wse + Wpp (2.22)

unterteilen. Das heil3t, wir zerlegen das Mal in einen absolut stetigen Anteil und einen
singuldren Anteil, wobei letzterer nochmals in den singulér stetigen und einen rein
atomaren Teil aufgeteilt wird. Man interessiert sich nun jeweils fiir minimale Trager
dieser Mafle und wie man sie aus den Randwerten der Herglotzfunktion berechnen
kann.

Theorem 2.13. Es sei m eine Herglotzfunktion und w das zugeordnete Borelmaf3 nach
Theorem 2.2. Dann ist

Sac = {CL‘ eR| lim Imm(z + i) € (0, oo)} (2.23)
e—0t
ein minimaler Trdiger des absolut stetigen Anteils wq. und
S 1= {x eR| lim Imm(z +ic) = oo} (2.24)
e—=0t

ein minimaler Trdger des singuldren Anteils ws. Diesen kann man weiterhin untertei-
len: Die Menge

e—0t e—0t

See 1= {x eR| lim Imm(z +ie) = o0, lim eIlmm(x +ic) = 0} (2.25)

ist ein minimaler Trdger des singuldr stetigen Mafles ws. und die Menge

lim eImm(x + ie) = —i lim em(z +ic) > O} (2.26)

e—0t e—0t

Spp::{:EER

ist ein kleinster Trdger fiir das rein atomare Maf3 wpyy.

Beweis. Alle Darstellungen folgen aus dem Theorem 1.45, welches minimale Triger
mit der Ableitung des Maf3es verkniipft, in Kombination mit Theorem 2.9. Somit sind
die Darstellungen der minimalen Triger S,. und S, direkt bewiesen.

Fiir den Beweis von S, benutzen wir Satz 2.12 und wissen, dass w({z}) > 0 genau
dann gilt, wenn lim__, o+ € Im m(z + i) > O ist.

Daraus folgt auch unmittelbar die Darstellung fiir S},,, wobei man ebenfalls den
Satz 2.11 beachten sollte. 0

Da der Grenzwert zur reellen Achse, wie wir gesehen haben, eine sehr wichtige
Rolle spielt, gibt es in der Literatur verschiedene Abkiirzungen. Wir werden manchmal
zur besseren Ubersichtlichkeit die Abkiirzungen

m*(z) ;== lim m(x + ie),
e—0t
und Imm™(z) := lim Imm(z + ie),

e—0t
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verwenden, wenn diese Grenzwerte existieren und damit endlich oder unendlich sind.

Das folgende Theorem verallgemeinert ein Resultat von D. J. Gilbert aus [Gil89]
und zeigt, wie man einen minimalen Triger von w; flir eine zusammengesetzte Her-
glotzfunktion bestimmt.

Theorem 2.14. Es seien mg, my : C — C Herglotzfunktionen, von denen mindes-
tens eine nicht konstant ist, und ¢ > 0 eine reelle Zahl. Dann ist

ma(z)mp(z) — ¢

M{(z) = me(z) + mp(z)

(2.27)

eine Herglotzfunktion.
Es sei w das zu M gehdrige Borelmaf; aus Theorem 2.2. Dann gilt im Falle ¢ > 0,
dass die Menge

S := Sg U Sy mit

SO::{xE]Rl —m+(:c):mg'(:z)<oo}

a
Soc : = {{L‘ eR | im (z)| = ’mzr(:xﬂ = oo}
ein minimaler Trdger des singuldren Anteils von w ist.

Beweis. Dass M eine Herglotzfunktion darstellt, ist eine einfache Rechnung, die wir
kurz vorfithren mochten. Da M aus holomorphen Funktionen zusammengesetzt und
der Nenner nach Voraussetzung nullstellenfrei ist, bleibt nur Im M (z) > 0 zu zeigen:
MmeMp — C

Im M = [m e — ¢

Mg + My

1 .
= m Im (ma |mb’2 + my ‘ma’2 — CMyg — Cmb>
a b

1

B |ma + mb\2

Aus Theorem 2.13 und Satz 2.10 folgt, dass sowohl

|:(|mb’2 + C)Imma + (|ma|2 + C)Immb} >0.

= {33 ER|ImM*(z) = oo}

als auch
Slh= {ZE‘ eER||M*(2)| = oo}

minimale Triger von w; sind.
Es sei nun x € Sy gewihlt. Dann gilt fiir ein ¢ > 0:

(mamp — c) 207, —((m)?+c)#0

und somit | M (z)| = oo und dies bedeutet = € sl
Es sei nun andererseits © € Su. Dann folgt leicht mit der Dreiecksungleichung

c
mq (z+ic)my(z+ic) | =0T
1 i o0,

et T ot

-

|M (x + ie)| >
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da der Nenner gegen 0 konvergiert. Demnach ist ebenfalls x € S!.
Es nun z € S!. So erkennt man aus der Betrachtung des Imaginrteils

ImM=——— (|my|* + &) Immg + (|ma]* + ¢)Immy | |

dass entweder x € Sy oder x € S, gelten muss.
Ingesamt haben wir nun B
si>8, 28!

gezeigt, sodass S, s ebenfalls ein minimaler Triger von wy ist. 0

Das Theorem zeigt also insbesondere, dass wann immer m eine nichtverschwin-
dende Herglotzfunktion ist, dann —1/m ebenso eine ist. Diese Konstruktion von
Herglotzfunktionen aus bereits bekannten ist hingegen nur ein Spezialfall eines Satzes,
den man z. B. in [GTO0O0] findet:

Satz 2.15. Es sei m eine nichtkonstante Herglotzfunktion und A = (a;;) € C**2 eine
Matrix, fiir die gilt:

A TA=Jy mit Jy = (? 01> . (2.28)

Dann ist auch

az1 + a22m(2)
= 2.29
mA(z) al + a12m(z) ( )

eine Herglotzfunktion.

Beweis. Dies kann man elementar nachrechnen, was wir kurz skizzieren mochten:

1

lai1 + a12\2
0 _ 1 Tamm) + (@ ™
= ﬁ Im (anaggm) + (anaggm) —-m
ail ai2
1
la11 + a1z

___ L _ 2
Immy = Im [6111&21 + Q12a21M + Gria2em + aiza2 |m|

Im Schritt (x) verwendet man die Bedingung, die A*.J; A = J; an die Koeffizienten
von A stellt. O

Ahnlich wie in Theorem 2.14 kann man auch minimale Triger fiir die oben kon-
struierte Herglotzfunktion m 4 in Bezug auf die Matrix A und die urspriingliche
Herglotzfunktion m charakterisieren. Wir verweisen auf die sehr gute Darstellung in
[GTO0, Theorem 3.2]. Man erhélt zum Beispiel die Aussage, dass die absolut stetigen
Anteile des zu m und des zu m 4 gehorigen Borelmalies dquivalente Maf3e sind, und
zwar fiir alle Matrizen A € C?*? mit Eigenschaft (2.28).

Diese Ergebnisse finden eine direkte Anwendung in der Storungstheorie von selbst-
adjungierten Operatoren in Hilbertrdumen und wir werden in Kapitel 3 in Bezug auf
die sogenannte Aronszajn-Donoghue-Theorie darauf zuriickkommen.
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2.3. Matrixanalysis

Der nichste Abschnitt wird sich mit matrixwertigen Herglotzfunktionen beschiftigen.
Aufgrund dessen werden hier wichtige und niitzliche Eigenschaften von quadrati-
schen und insbesondere positiv semidefiniten Matrizen wiederholt. Wir verwenden
hauptsédchlich [HJ85].

Es werden die iiblichen Schreibweisen fiir Matrizen verwendet. Den komplexen
Hilbertraum der n x n-Matrizen mit komplexwertigen Eintrdgen, bezeichnen wir
einfach mit C"*™ und (-|) steht fiir das Standardskalarprodukt in C", welches linear
im zweiten Argument ist. Mit A* bezeichnen wir die transponierte Matrix von A
mit komplex konjungierten Eintragen. Unter dem Imaginérteil von A verstehen wir
Im A := (A — A*)/(2i) und unter dem Realteil Re A := (A + A*)/2.

Definition 2.16. Wir nennen eine Matrix A positiv semidefinit, wenn (u|Awu) > 0 fiir
alle u € C™ gilt, was wir mit A > 0 abkiirzen. Analog nennen wir die Matrix positiv
definit, wenn die echte Ungleichung gilt und schreiben dann A > 0.

Weiterhin nennt man eine Matrix A negativ semidefinit bzw. negativ definit, wenn
die Matrix — A positiv semidefinit bzw. positiv definit ist.

Trifft auf eine Matrix keine dieser Definitionen zu, so heilit sie indefinit.

Wir mochten auf folgenden leicht zu beweisenden Satz hinweisen.
Satz 2.17. Eine positive (semi)definite Matrix auf C**"™ ist hermitesch.

Betrachtet man den reellen Vektorraum R", so gilt der oben stehende Satz fiir
Matrizen M € R™*" dagegen nicht. Das heilt, es gibt reelle Matrizen A, die nicht
symmetrisch sind, aber (u|Au) > 0 fiir alle v € R™ erfiillen. Aus diesem Grund wird
oft, zur Vereinheitlichung des komplexen und des reellen Falls, die Hermitizitéit bzw.
Symmetrie mit in die Definition von positiv (semi)definiten Matrizen hinzugenommen.
Man vergleiche dazu auch [HI85, Chapter 7].

Das folgende Lemma hilt eine wichtige Abschitzung fiir die Eintridge von positiv
definiten Matrizen bereit. Siehe auch [GT00, Lemma 5.1].

Lemma 2.18. Es sei A = (a;,) € C"*" eine positiv semidefinite Matrix.

(a) Fiir jedes 1 < j, k < n gilt
1
!ajk|2 < ajjagk < Z(ajj + apk)? (2.30)

Insbesondere impliziert die Eigenschaft ay, = 0 fiir ein k € {1,...n}, dass
die gesamten Eintrdige der k-ten Spalte und Zeile verschwinden.

(b) Fiir ein u € C" mit (u|Au) = 0 gilt u € Kern A.

Beweis. (a) Die erste Ungleichung folgt aus der Cholesky-Zerlegung von positiv
semidefiniten Matrizen (vgl. [HIJ85, Chapter 7]), d.h. es existiert ein B > ( mit
A = B*B. Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt:

lajel* < || Bej ||| Bex||* = ajjan -
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Die zweite Ungleichung ist die iibliche Ungleichung zwischen geometrischem und
arithmetischem Mittel.

(b) Dies folgt ebenfalls aus der Cholesky-Zerlegung A = B*B, denn nach der
Voraussetzung gilt (Bu|Bu) = 0 und daraus folgt Bu = 0. Dies bedeutet aber
u € Kern A. O

Die obige Aussage wenden wir nun auf matrixwertige Borelmal3e an, welche aus
Kapitel 1 bekannt sind und im nichsten Abschnitt noch genauer untersucht werden.

Satz 2.19. Es sei ) ein verallgemeinertes matrixwertiges Maf3 auf B(R) mit der
FEigenschaft, dass C"*"™ 5 Q(K) > 0 fiir jede beschriinkte Borelmenge K C R gilt.
Dann ist durch

w(K):=tr (QK)), K CR beschrinkt (2.31)

ein positives Borelmaf3 w auf R definiert, welches dquivalent zu € ist, d. h. fiir eine
Borelmenge A C R gilt:

w(A)=0 <= Q(A)=0. (2.32)

Beweis. Aufgrund der positiven Semidefinitheit erfiillt fiir jedes j = 1,...,n das
Diagonalelement ij(K ) > 0 fiir eine beschrinkte Borelmenge K C R, sodass Qj;
ein positives Borelmal} definiert. Demnach ist auch die Summe aller Diagonalelemente
ein positives Mal}. Man beachte in diesem Zusammenhang den Fortsetzungssatz von
Carathéodory (siehe Satz A.7).

Offensichtlich gilt w < Q. Fiir die Umkehrung nehme man eine Borelmenge
A C R mit w(A) = 0. Dann gilt auch €;;(A) = 0 fiir jedes 1 < j < n. Nach
Lemma 2.18 gilt nun

219k (A)] < Q;;(A) + Qi (A) =0, (2.33)
sodass 2(A) identisch verschwindet. Somit gilt auch 2 < w. O

Der obige Satz ist ein niitzliches Hilfsmittel um eine gro3e Klasse von operatorwer-
tigen Mafen zu untersuchen, da man durch Spurbildung auf die bekannte Theorie der
positiven MaBle zuriickgreifen kann.

2.4. Matrixwertige Herglotzfunktionen

Dieser Abschnitt handelt von der Verallgemeinerung der zu Beginn des Kapitels 2
eingefiihrten Herglotzfunktionen auf matrixwertige Funktionen, die auf der oberen
Halbebene definiert sind. Wir werden auch in diesem Fall Darstellungsformeln und
Umkehrformeln formulieren. Wie in der vorherigen Abschnitten steht C fiir die
offene obere Halbebene und C_ fiir die untere. Wir verwenden hier groftenteils
[GTOO].

Definition 2.20. Eine Abbildung M : C; — C™*" heifit eine matrixwertige Her-
glotzfunktion oder auch kurz Herglotzmatrix, wenn gilt:

(a) z — M(z) ist analytisch auf C ,
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(b) ImM(z) > 0furallez € C,..

Die Definition schlieBt somit auch den skalaren Fall ein, andererseits greift nun
nicht mehr das Argument der Funktionentheorie, dass es keine Nullstelle des Ima-
ginirteils geben kann, wenn die Herglotzfunktion nicht konstant ist. Das nichste
Lemma, welches aus [GT00] stammt, erklédrt welchen Einschrinkungen der Kern im
matrixwertigen Fall unterliegt.

Lemma 2.21. Es sei M eine matrixwertige Herglotzfunktion. Dann ist der Kern von
Im M (z) unabhcingig von z und insbesondere ist

r = Rank (Im M(z)) (2.34)

fiir alle z € C identisch. Ferner existiert eine unitire Matrix U derart, dass der
Imagindrteil die Form

Tm (M(2)) = U <8 . ]\3 (Z)> U (2.35)

annimmt, wobei M, eine Herglotzfunktion mit Werten in C™*" ist, deren Imagindirteil
Im M, (z) > 0 fiir alle z € C erfiillt.

Beweis. Einen elementaren Beweis findet man in [GT00, Lemma 5.3.]. O

Offensichtlich ist auch die Summe zweier Herglotzmatrizen gleicher Dimension
wieder eine Herglotzmatrix. Wir werden spéter sehen, dass auch andere Konstruktionen
analog zum skalaren Fall durchgefiihrt werden kdnnen.

Fiir matrixwertige Herglotzfunktionen kann man viele Eigenschaften der skalaren
Herglotzfunktionen iibertragen. Dies ist meistens sogar sehr leicht durch direktes
Zuriickfithren auf den eindimensionalen Fall moglich, sodass die Beweise relativ kurz
ausfallen. Das folgende Theorem stellt die wichtigsten und grundlegenden Eigenschaf-
ten von matrixwertigen Herglotzfunktionen zusammen. Man findet es in &dhnlicher Art
in [GTOO, Theorem 5.4.].

Theorem 2.22. Es sei M : C; — C"*"™ eine matrixwertige Herglotzfunktion. Dann
gilt:

(a) Alle Diagonalelemente M;; sind fiir j € {1,...,n} skalare Herglotzfunktio-
nen.

(b) Falls eine Menge A C R, welche keine Lebesguesche Nullmenge ist, so exis-
tiert, dass jede skalare Herglotzfunktion Mj;, j € {1,...,n} verschwindende
Randgrenzwerte auf dieser Menge hat, d. h.

lim Mj;(x+ie) =0 fiirallex € A, j € {1,...,n}, (2.36)

e—0t

so verschwinden alle Diagonalelemente identisch und M ist gleich einer
konstanten selbstadjungierten Matrix.
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(c) Es existiert eine Lebesgueschen Nullmenge N' C R derart, dass die Rand-
grenzwerte
lim M (z + i) (2.37)
e—0t
fiir alle x € R\ N existieren und endlich sind.

(d) Es gibt ein verallgemeinertes matrixwertiges Borelmaf3 ), welches

1

fiir alle uw € C™ erfiillt und der matrixwertigen Herglotzfunktion M die
folgende Darstellung verleiht:

M(z):o+Dz+/R

< ! 5 >dQ(s). (2.39)

s—z 1+s2
Hier ist C' = Re M (i) und D = lim,_,o, M (iy)/(iy) > 0.

(e) Fiir das verallgemeinerte matrixwertige Borelmaf3 Q) aus der Darstellungs-
formel (2.39) gilt weiterhin Q(K) > 0 fiir alle beschriinkten Borelmengen
K C R. Insbesondere wird durch (u|S2(-)u) fiir jedes uw € C™ ein positives
Borelmafs definiert.

Beweis. Zu (a): Fir ein beliebiges u € Cist (u|M (-)u) komplex analytisch und somit
holomorph. Da nun ebenfalls

Im (u|M(2)u) = (u[lm M (z)u) > 0

fiir alle z € C. gilt, liegt eine skalare Herglotzfunktion vor.

Zu (c): Nach obigem Beweis und mit Hilfe von Satz 2.10 existieren die Grenz-
werte lim, o+ (u|M (z + ic)u) fir alle w € C™ und = € R fast iiberall und sind
auch fast iiberall endlich. Es sei nun z € C, fest gew#hlt und man betrachte die
Sesquilinearform

(u, v) — (u[M(2)v)
fiir welche die Polarisationformel, vgl. Satz A.2, mit ¢(u) := (u|M (2)u) gilt:
1
(u|M(z)v) = 1 [q(u+v) — qu—v) —ig(u+ iv) + iq(u — iv)] .

Nach dieser existiert dann der Grenzwert lim,_,o+ M (z + i¢) fiir z € R fast iiberall.
Zu (d): Dam,, := (u|M(-)u) fir ein u € C" eine skalare Herglotzfunktion ist, gilt
die Darstellungsformel (2.2)

1 s
mu(z):cu+duz+/IR<S_z 1—|—s2> dw,,(s)

mit einem positiven Borelmal3 w,, und Konstanten c,, d,,.
Verwenden wir auch hier die Polarisationformel, so erhalten wir fiir u,v € C»
sofort

1 S
M = L Duv - qu
W) = Cu Dt [ (2= 155z ) )
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mit Konstanten C ,,, D, und einem verallgemeinerte komplexen Mal} 2,, ,,, welche
folgendermalflen definiert sind:

1

Cu,v = Z [Cu+v — Cy—v — LCytiv + icu—iv] 5
1 . .
Du,v = Z [du+v —dy—y — Zdquiv + Zdufiv] 5
1 . .
Qu,v(K) = 1 (Wuto (K) = wyo (K) = iwytip(K) 4 iwy—iw(K)]

K C R beschrinkt .

Mit diesen Definitionen sind auch die Matrizen C, D und das verallgemeinerte ma-
trixwertige Maf 2 festgelegt. Dazu verwendet man Satz A.1. Da (u,v) — Cy,
eine Sesquilinearform ist, deren quadratische Form reell ist, ist sie hermitesch, d. h.
fiir unsere Matrix gilt C = C*. Fiir D gilt dasselbe und dariiber hinaus D > 0.
Durch Betrachtung des skalaren Darstellungssatz erhélt man auch C' = Re M (i) und
D = limy oo M (iy)/(iy).

Zu (e): Dies folgt sofort aus dem vorherigen Beweis.

Zu (b): Nach Teil (a) und dem zweiten Teil von Satz 2.10 verschwinden die skalaren
Herglotzfunktionen M;; und damit auch die Diagonalelemente von D und €). Nach
Lemma 2.18 verschwinden nachfolgend alle Elemente von den positiv semidefiniten
Matrizen, sodass nur M = C' aus der Darstellungsformel bestehen bleibt. Dabei
verschwindet die Diagonale der selbstadjungierten Matrix C' ebenfalls. O

Auch das verallgemeinerte matrixwertige BorelmaB €2 aus obiger Darstellungsfor-
mel (2.39) kann direkt aus den Randwerten der Herglotzfunktion berechnet werden.
Dies funktioniert vollkommen analog zur skalaren Umkehrformel.

Theorem 2.23. Es sei M eine matrixwertige Herglotzfunktion. Dann gilt fiir das ver-
allgemeinerte matrixwertige Borelmaf3 ) aus Gleichung (2.39) die Inversionsformel

%Q({tl})+%Q({t2})+9((t1,t2)) — lim 1/t2 Tm M(z +ic)dz  (2.40)

e—0t+ T t1
fiir (tl, tg) C R

Beweis. Die skalare Umkehrformel liefert mit der Polarisationsformel aus dem vor-
hergehenden Beweis von Theorem 2.22 direkt die Gleichung (2.40). O

Da es sich bei Q(K) fiir jede beschridnkte Borelmenge X C R um einen selbstadjun-
gierten Operator handelt, konnen wir analog zum skalaren Fall das MaB als Stieltjes-
MafB auffassen, indem wir eine monoton wachsende Abbildung W : R — £(X)
derart finden, dass 2 = Qy nach Definition 1.49 gilt.

Die Definition ist in der Tat exakt die gleiche wie fiir positive Malfle:

+ Q((O,x]) + Q([O,x)) , x>0

W= Lo o) - 0@ )]z <o,

(2.41)

NI—= N
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Damit nimmt die Umkehrformel wiederum folgende Form an:

to
W(te) — W(t1) = lim 1/ Im M (z + ic) dx . (2.42)
e=0t T Jyy
Zur guter Letzt soll noch kurz erwidhnt werden, wie man aus einer matrixwertigen
Herglotzfunktion verschiedene andere Herglotzfunktionen konstruieren kann. Auch
hier handelt es sich um eine Analogie aus dem Satz iiber skalare Herglotzfunktionen.
Wir schreiben hier I, fiir die Identitidtsabbildung bzw. Einheitsmatrix auf C™.

Satz 2.24. Es sei M : C;. — C" eine matrixwertige Herglotzfunktion und es sei
A € C?"%2" eine Matrix mit der Eigenschaft:

AT A =gy mit J, = ( IO _g"> . (2.43)
n
Schreiben wir A in eine Blockmatrix
A= <ﬁ; ﬁ;i) mit Apq € C"*" fiirp,q = 1,2 (2.44)

und setzen A1, + A12M (2) fiir alle z € C™ als invertierbar voraus, so ist auch
Ma(z) = (Ag1 + AgaM(2)) (A11 + A1aM(2)) ™ (2.45)
eine matrixwertige Herglotzfunktion.

Beweis. Siehe [GT00, Theorem 6.4]. ]

In dieser Notation gilt nun My, = M und (Ma)p = Map fur jede matrix-
wertige Herglotzfunktion M und Matrizen A, B welche (2.43) erfiillen. Fiir weitere
Eigenschaften und Anwendungen dieser Konstruktionen verweisen wir auf [GT00].

2.5. Minimale Triger bei matrixwertigen Herglotzfunktionen

Auch fiir Herglotzmatrizen kénnen wir minimale Triager der Lebesguezerlegung des
zugeordneten verallgemeinerten matrixwertigen BorelmalBes {2 angeben, die auf die
Randwerte der Herglotzfunktion zuriickgreifen. Dabei ist es sehr hilfreich, dass nach
Satz 2.19 das Spurmal tr €2 und (2 dquivalent sind, d.h. die gleichen Nullmengen
besitzen.

Das MabB €2 sei wie iiblich nach Korollar 1.31 zerlegt:

0 = Qe+ Q= Qge + Qe + Q- (2.46)

Fiir diese Zerlegung beweisen wir folgende Darstellungen fiir minimale Trager der
jeweiligen Anteile:

Satz 2.25. Es sei M eine matrixwertige Herglotzfunktion und Q) das zur Darstel-
lungsformel (2.39) gehorige verallgemeinerte matrixwertige Maf3 und w := tr () das
positive Maf3 nach Satz 2.19. Dann ist

Sw,ac = {x eR

lim trIm M (z + ie) € (0, oo)} (2.47)

e—0t
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ein minimaler Trager des absolut stetigen Anteils (4. und

)

Sws::{mGR

lim trIm M (x + ie) = oo} (2.48)

e—0t

ein minimaler Trdger des singuliren Anteils Q). Diesen kann man weiterhin untertei-
len in

Sw,sc = {IE eR

lim trIm M (z +ic) = oo, lim etrIm M(x + ic) :0} )

e—0t e—0t

einen minimalen Tréger fiir das singuldr stetige Mafs Qs und einen kleinsten Triiger

Swpp 1= {x eR

lim etrIm M(z + i) = —i lim etr M(z + ic) >O}

e—=0t e—=0t+
fiir das rein atomare Majf3 §1,,),.

Beweis. Offensichtlich sind dies nach Theorem 2.13 die bekannten minimalen Triger
von w, welches das zugeordnete Borelmal3 der skalaren Herglotzfunktion tr M ist. Da
nun w und €2 dquivalente Mafe sind, folgt die Behauptung. O

In [GTOO] findet man eine alternative Beschreibung oben genannter Triger, welche
man wiederum leicht aus dem obigen Satz ableiten kann.

Definition 2.26. Es sei M eine matrixwertige Herglotzfunktion und €2 das zur Dar-
stellungsformel (2.39) gehorige verallgemeinerte matrixwertige MaB. Dann definieren
wir folgende Mengen

Sac(Q,1) := {x €eR

lim M (x + ie) existiert endlich ,
e—0t

Rank ( lim Im M (z + Zg)) = 7«} ’
e—0t
Sac(Q) = | J Sac(,7),
Spp(2, 1) == {:1: eR ‘ Rank ( lim eM(z + 7,5)) = 7’} ,
e—07t

Spp(€2) = U Spp(€2,7)

e—0t

lim Imtr (M (z +ic)) = oo} ;
=0

lim etr (M (x + i€)) },
e—0*t

See(Q) = {x € S,(Q)
Sac(Q) U S4(Q) .

Theorem 2.27. Es sei M eine matrixwertige Herglotzfunktion und ) das zugehorige
Mayf3 mit der Lebesgueschen Zerlegung ) = Qqc + 25 = Qg + Qe + . Dann
gilt:
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(a) Sqac(Q) ist minimaler Triiger von Q.
(b) Ssc(Q2) ist minimaler Tréiger von Q.
(c) Spp(Q) ist kleinster Triger von Qpy,.
(d) Ss(R2) ist minimaler Triiger von ).
(e) S(R2) ist minimaler Tréiger von S).

Beweis. Wir definieren das positive Mafl w := tr Q2. Offensichtlich stimmen S;(£2)
bzw. Sy (€2) mit S, s bzw.S,, s aus Satz 2.25 iiberein, sodass fiir diese kein weiterer
Beweis notwendig ist.

Fiir den absolut stetigen Teil beachte, dass aus tr Im M (z + i0™) € (0, co) folgt,
dass lim,_,o+ (u|Im M (z + i¢)u) fiir alle w € C™ endlich ist. Da M (x + i0™) f. ii.
endlich existiert, ist auch S,.(€2) ein minimaler Triger von ..

Es bleibt nur der rein atomare Teil zu zeigen. Es sei dafiir z € S, ;. Dann gilt
lim, g+ etr M (z + ie) # 0 und damit auch

Rank < lim eM(z + zs)) >1.

e—0t
Die umgekehrte Inklusion ist offensichtlich richtig. O

Der folgende Satz verallgemeinert das Theorem 2.14 aus dem skalaren Fall fiir
matrixwertige Herglotzfunktionen. Wir werden die Situation allerdings so formulieren,
wie sie im spéteren Kapitel 5 vorliegen wird.

Satz 2.28. Es seien My und My matrixwertige Herglotzfunktionen, wobei der Grenz-
wert lim,_ o+ M1 (X + ie) fiir alle X € R existiert und endlich ist. Dariiber hinaus
soll My(z) + M (z) fiir alle z € C. invertierbar und

M(z) == (Mo(2) + My(2)) " (Mo(2)Mi(2) — I) (2.49)

eine matrixwertige Herglotzfunktion sein.
Dann gilt fiir das zu M gehdrige verallgemeinerte matrixwertige Borelmaf3 €, dass

Se =S U S?U S3 mit
Sli= {x €R| lim det [Mo(z + ic) + M (z + ic)] = 0} ;
e—0T

52 .= {a: €ER| lil%rl+ det [Moy(x + i) + My (z + ie)] # 0 existiert endlich,
e—

|Mo(e + i) = o0},

lim
e—0t

53— {x ER| lim |det [My(x + ic) + Mi(x +ie)] | = oo,
e—0t

lim [|(Moa +i2) + M (x + i) 7'|| = oo}

ein minimaler Triger des singuliren Anteils von ) ist.
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Beweis. Der Beweis kann analog zum skalaren Fall gefiihrt werden, vgl. dazu den
Beweis von Satz 2.14.

Man sieht andererseits leicht, dass lim,_,+ Im tr (M (z + ic)) = oo nur erfiillt
werden kann, wenn = € S;. Dies bedeutet S5 O Ss(€2) und nach Theorem 2.27 ist
auch die Menge S, ein Tréager von (2.

Die Minimalitit folgt ebenso aus diesem Theorem, da die Mengen S? und S? nach
dem Teil (c) aus Theorem 2.22 Lebesguesche Nullmengen sind. 0

Der Satz gilt natiirlich in der gleichen Form, wenn man anstatt der matrixwertigen
Herglotzfunktion M die entsprechende skalare Herglotzfunktion

m(z) =t |(Mo(2) + M (2)) ™" (Mo () Mi(2) = I)

betrachtet. Das obige S, s ist dann ein minimaler Triger des singuldren Anteils des
zugeordneten positiven Borelmalies w.



3. Spektraltheorie

Der Spektralsatz fiir lineare selbstadjungierte Operatoren ist sowohl in der beschriank-
ten als auch in der unbeschréinkten Version ein unerlissliches Hilfsmittel der Funk-
tionalanalysis. Auch fiir nichtselbstadjungierte Operatoren ist die Spektraltheorie,
welche versucht, Informationen des Operators aus seinem Spektrum abzulesen, sehr
fruchtbar. In diesem Kapitel soll nicht der gesamte Apparat der Spektraltheorie aufge-
baut werden, sondern vor allem Seitenaspekte hervorgehoben und fiir unser Thema
wichtige Erkenntnisse herausgearbeitet werden. Einige Beweise werden vorgefiihrt,
um Anwendungen der Herglotzfunktionen aus Kapitel 2 zu demonstrieren.

Wir fokussieren uns bei allen Formulierungen auf beschrinkte Operatoren, wobei
allerdings sehr viele Definitionen und Sétze ohne groBere Probleme auf unbeschrinkte
Operatoren erweitert werden konnen. Ebenso ist auch die Einschrinkung auf selbstad-
jungierte Operatoren nicht immer notwendig.

3.1. Grundlegende Bezeichnungen

Im gesamten Abschnitt bezeichnet §) stets einen komplexen Hilbertraum. Unter einer
Orthogonalprojektion verstehen wir einen beschréankten selbstadjungierten Operator
P : $H — $ mit P2 = P. Wir verwenden hier grofBtenteils [GHK10], [Wei80] und
[Wer05].

Definition 3.1. Ein operatorwertiges MaB F : B(R) — £($)) nach Definition 1.2
heift ein Spektralmayf, falls E(B) fiir alle Borelmengen B € B(RR) eine Orthogonal-
projektion ist und dariiber hinaus F(0)) = 0 und E(R) = I gilt.

Eine wichtige Eigenschaft eines Spektralmalies E ist, dass fiir disjunkte Borelmen-

gen Bp, B immer
E(B1)E(By) =0 3.1

gilt, was aus E(B; U By) = E(Bj) + E(Bz) und der Eigenschaft iiber Orthogonal-
projektionen folgt. Fiir nichtdisjunkte Borelmengen kann man nun auch leicht zeigen,
dass

E(B1)E(Bz) = E(B1 N By) (3.2)
richtig ist. Diese und andere Rechnungen zu Spektralmaflen findet man ausfiihrlich in
[GHK10, Kapitel 15] dargestellt.

In der Literatur ist hdufig auch eine andere jedoch dquivalente Definition fiir ein
Spektralmal3 prisent. Dort wird die Sigma-Additivét in der starken Operatortopologie
verlangt, wihrend wir diese nur in der schwachen Operatortopologie voraussetzen.
Man vergleiche dazu die Definition 1.2.

Satz 3.2. Ein Spektralmaf3 E ist immer sigma-additiv in der starken Operatortopolo-

gie, d. h. es gilt
(o) (o]
E <U Bn> x=> E(Bnx (3.3)
n=1 n

=1

59
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fiir jede disjunkte Familie von Borelmengen (B,,) und jedes = € $).

Beweis. Wir verwenden hier die Ideen des Beweises aus [GHK10].
Da wir fiir alle z, y € $ ein komplexes MaB (y, E(-)z) gegeben haben, gilt fiir eine
endliche Vereinigung von disjunkten Mengen (A,,):

N N
<y,E (U Bn> IL‘> = <y,ZE(Bn):U> .
n=1 n=1
Daraus folgt direkt, dass auch die Operatoren iibereinstimmen. Dies bedeutet:
N N
E (U Bn> => E(Bn).
n=1 n=1

Fiir eine unendliche Vereinigung von disjunkten Borelmengen (A,,) betrachten wir
fiir ein beliebiges = € $) die folgende Rechnung:
o0
E ( U Bn> x
n=N-+1

(#(0) -m0)

o0
:<E< 0 Bn>x>m>o.
n=N+1

Im letzten Schritt haben wir die (-Stetigkeit des komplexen MaBes (z, E(-)z) ausge-
nutzt und somit Gleichung (3.3) bewiesen. ]

In Kapitel 1 wurde die Integration beziiglich eines operatorwertigen Malles definiert,
sodass wir nun in diesem Sinne auch das Integral beziiglich eines Spektralmalles
verstehen mochten. Die wesentlichen Eigenschaften des Integrals fassen wir in dem
folgenden Satz zusammen. Man vergleiche dazu auch zum Beispiel [Wer05] und
[Wei80].

Satz 3.3. Es sei E ein Spektralmaf, K C R ein Tréiiger von E und f,g : R — C
messbare Funktionen, welche auf K beschrinkt sind. Dann gilt:

(a) [+ [ fAE € L(9) ist linear und stetig,
@) || [ fdE[| < ||l

(c) [dE =1,

(@) ([ fdE)* = [T dE,

(e) [(f-9)dE = [ [dE- [ gdE,

(f) Ist f reell, soist [ f dE selbstadjungiert.

Beweis. Wir erinnern daran, dass das Integral iiber ein operatorwertiges Mal} durch
die Eigenschaft

<y,/dex> :/f(t) d{y, E(t)x) furallex,y € $ (3.4)
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eindeutig definiert wird. Man vergleiche dazu auch Definition 1.5. Es sei erwihnt,
dass fiir eine auf K beschriinkte Funktion f eine Konstante C' > 0 derart existiert,

dass
] [ wdty. B0

fiir alle x,y € $ gilt. Dies zeigt man z. B. leicht mit der Polarisierungsformel aus
Satz A.2. Das Integral [ fdE € L(£) aus Definition 1.5 ist demnach fiir auf K
beschrinkte Funktionen f wohldefiniert.
Wir schreiben nun im weiteren Verlauf des Beweises abkiirzend T := f fdE.
Zu (c), (d) und (f): Mit Gleichung (3.4) ist f dE = Ig sofort ersichtlich und (d)
folgt aus der Berechnung des adjungierten Operators:

Tp)w) = [ 1) dla BN = [ FOAENwz) = (0. Tyz)

Insbesondere gilt auch Aussage (f).
Zu (e): Wir betrachten fiir beliebige x, y € $ das folgende Maf}

(Try, B(B)z) = / f(t)dly. E / £(0) ) |

wobei B C R eine Borelmenge ist. Hier wurde E(B)E(C) = E(B N C) fiir zwei
Borelmengen B, C' C R ausgenutzt. Demnach gilt nun:

< Cllz[llyl

(y, Ty Tyz) = / g d(T}y, B()z) = / of d{y, E()z) = (y, Tp.g2)

Hier haben wir die Integrationsformel aus dem Satz von Radon-Nykodym verwendet,
siehe dazu Satz 1.42. Somit ist Aussage (e) bewiesen.
Zu (a) und (b): Nach dem bisher gezeigten gilt nun auch (b), denn

| Tya|* = (x, (Ty) Tya) :/\f(t)|2 d(z, B(t)x) < || f5llz[|* -

Daraus folgt die Stetigkeit fiir die Abbildung f + T';. Da die Linearitéit der Abbildung
offensichtlich ist, ist somit Aussage (a) gezeigt. O

Dieser Satz zeigt, dass man mit Hilfe eines Spektralmafles und einer beschrinkten
reellwertigen Funktion einen selbstadjungierten beschrinkten Operator definieren
kann. Wir werden nun hingegen sehen, dass auch die Umkehrung gilt, d. h. man kann
zu jedem selbstadjungierten Operator genau ein Spektralmall zuordnen. Dies wird uns
zum bekannten Spektralsatz fithren.

Satz 3.4 (Spektralsatz). Zu jedem selbstadjungierten Operator A € L($)) gibt es
genau ein Spektralmafs E, fiir das die Stonesche Formel

{y, E((—00,t])x) =

1 t+0
= lim lim / (y,(A—s—ie) ' —(A—s+ie) ') x)ds

§—0t e—0t 2me J_



62 3. Spektraltheorie

gilt. Dieses Spektralmapf3 erfiillt dann
A= / tdE(t) . (3.5)
R

Wir nennen es das Spektralmall zu A und schreiben fiir dieses ab sofort immer F 4.

Beweis. Da nach Beispiel 2.7 die Abbildung z — (z, (A — 2)~!x) fiir jedes x € H
eine Herglotzfunktion ist, existiert laut Theorem 2.6 ein endliches positives Borelmal3

Uz mit

—2)7tz) = 1 s
(&, (A - 2)"lz) /R 1tz o(s)

sS—Zz

und i .(R) < ||z||%. Bekanntlich kann das BorelmaB aus den Randdaten der Her-
glotzfunktion gewonnen werden, siehe die Umkehrformel aus Theorem 2.3. Man
erhilt in diesem Fall:

faz (=00, t]) =

= lim lim = /t—HS (z,(A—s—ie) ™' — (A—s+ie) ) z)ds.

6—0+ e—0+ 2 J_

Durch die Polarisierungsidentitét aus Satz A.2 sind durch die obige Formel auch fiir
z,y € $ komplexe MaBe i, . definiert, nimlich

1 . .
Hye =4 (Hytay+e — Hy—zy—a + ily—izy—ic — Ulytizy+iz) -

Fiir diese gilt nun wiederum nach der Polarisierungsidentitét:

4= 20 = [yl (3.6)
RS — X

Da fiir jede fest gewihlte Borelmenge B die Abbildung (y,x) — . (B) eine
beschrinkte Sesquilinearform ist, gibt es genau einen Operator E(B) € L($), fiir
den (y, E(B)x) = py.(B) fir alle z,y € $ gilt. Man vergleiche dazu Satz A.1.
Nun bleibt nur noch zu zeigen, dass B — FE(B) ein Spektralmaf} definiert. Fiir diese
Rechnung verweisen wir auf [Wei80, Theorem 7.17].

Letztendlich folgt mit Anwenden von Satz 3.3 und Formel (3.6)

/tdE(t) .- /(t—z)dE(t) _ [/ t_lsz(t)y1 A

fiir z € C*, womit auch die Formel (3.5) gezeigt ist. O

Die Stonesche Formel zeigt insbesondere, dass das Spektrum von A ein Triger des
SpektralmaBes F 4 ist, d.h. es gilt E4(R \ 0(A)) = 0. Man sogar zeigen, dass dies
genau der topologische Tréger ist:

o(A) = supp(EA) := {5 ER| Ea((s —,5+¢)) # 0 fiiralle ¢ > 0} R

Man vergleiche dazu [Tes09, Theorem 3.7].
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Nun werden wir fiir die Abbildung f — [ f dE eine gewisse Eindeutigkeitsaussage
erschlieBen, die uns ebenfalls zeigen wird, dass das Spektralmall £/, aus obigem Satz
fiir einen Operator A schon durch die Eigenschaft (3.5) eindeutig bestimmt ist. Fiir
eine abgeschlossene Menge K C R schreiben wir M (K) fiir die beschrinkten
messbaren komplexwertigen Funktionen auf K. Dieser Raum sei ausgestattet mit der
iblichen Supremumsnorm. Fiir die Identitdt in M*°(K) schreiben wir id und die
konstante Funktion ¢ — 1 bezeichnen wir mit 1.

Satz 3.5 (Messbarer Funktionalkalkiil). Es sei A € L($)) selbstadjungiert und o(A)
sein Spektrum. Dann gibt es genau eine Abbildung ® : M>(c(A)) — L($9), fiir die
gilt:

(a) ®(id) = A, &(1) =1,
(b) ® ist involutiver Algebrenhomomorphismus, d. h.

o O ist linear: ®(f + ag) = ®(f) + aP(g)
o O ist multiplikativ: ®(f - g) = ®(f) - D(9g)

o O st involutiv ®(f) = ®(f)*
fiir f,g € M>(c(A))und a € C,

(c) D ist stetig,

(d) Fiir (fn) € M>(c(A)) gleichmdifig beschrinkt mit punktweisen Grenzwert
f e M>®(c(A)) gilt

(Y, @(fn)x) = (y, ®(f)x) (3.8)
fiir alle x,y € .
Man schreibt gewéhnlich f(A) fiir den Operator ®(A).

Beweis. Eindeutigkeit: Wir verweisen auf den Beweis im Standardwerk von D. Werner
[Wer05, Satz VII.1.6].

Existenz: Aus dem vorherigen Satz 3.3 und Satz 3.4 folgt, dass f — [ f dE 4 genau
Eigenschaften (a), (b) und (c) erfiillt. Es bleibt nur (d) nachzuweisen. Es gilt

<y, / fndEw> - [ 1 at. 20 — [ 10w B00 69

nach dem Satz von Lebesgue, sodass die Existenz gezeigt ist. O

Definition 3.6. Es sei A € L($)) selbstadjungiert und F 4 sein SpektralmaB. Dann
nennen wir fiir z, y € $) das komplexe Maf}

1y = (y, Ba(")) (3.10)

das spektrale Mafs von A beziiglich x und y. Wir schreiben auch kurz 41, ., wenn es
offensichtlich ist, auf welchen Operator sich die Malle bezichen.
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Diese Maf3e sind diejenigen, die im Beweis der Stoneschen Formel konstruiert
wurden, und werden in den folgenden Kapiteln noch eine gro3ere Rolle spielen. Man
beachte, dass Mi . €in endliches positives Maf3 mit kompaktem Triger, ndmlich dem
Spektrum von A, ist. Die Definition ist in der Literatur nicht iiblich, da die Malie dort
meistens keinen eigenen Namen erhalten.

Nach dem Spektralsatz besitzt der selbstadjungierte Operator und das ihm zuge-
ordnete Spektralmal3 exakt die gleiche Information, sodass man zum Beispiel die
verschiedenen Spektralanteile mit Hilfe des Spektralmalies beschreiben kann. Der
nichste Satz wird dies anhand des Punktspektrums darstellen.

Satz 3.7. Es sei A € L($)) selbstadjungiert. Dann gilt Bild E4({\}) = Kern(A —\)
und somit entspricht das Punktspektrum von A genau den Atomen des zugeordneten
Spektralmafles E 4.

Beweis. Wir verwenden die Beweisideen von [Wer05, Satz VII.1.18]. Es sei ein
beliebiges x € Bild E4({\}) gewihlt, d.h. E4({\})z = x. Demnach gilt fiir ein
y € 9 Folgendes:

(v, (A= Nz) = (y, (A= N Ea({A})z) = /(t = xp () (y, E(t)z) = 0.

Folglich liegt « im Kern des Operators A.
Gilt andererseits Az = Az, so ist mit Hilfe des messbaren Funktionalkalkiils

= xpy(Nz = xpy (D) = / Yoo (B dE(t)z = Ea({\})z |

wie behauptet. O

3.2. Multiplizititen von Spektren

Der Begriff der Multiplizitit des Spektrums verallgemeinert den Begriff der Viel-
fachheit von Eigenwerten eines selbstadjungierten Operators in einem endlichen
Hilbertraum auf den Fall eines unendlichdimensionalen Hilbertraumes. Bekanntlich
miissen selbstadjungierte Operatoren dann keine Eigenwerte besitzen, gleichwohl
kann man auch dem stetigen Spektrum eine Multiplizitit zuordnen.

Auch in diesem Abschnitt steht £ immer fiir einen komplexen Hilbertraum. Haupt-
sdchlich werden hier [AG93], [Tes09] und [Wer05] verwendet.

Definition 3.8 (Zyklischer Unterraum). Es sei A : ) — $) ein beschrinkter selbst-
adjungierter Operator. Ein Vektor v € $) heilit zyklischer Vektor fiir A, wenn der
Orbitraum

O4(v) :=lin span{Akv ‘ ke NO} (3.11)

dicht in $ liegt.
Ein Unterraum U heiBt zyklischer Unterraum fiir A, wenn der Orbitraum

O4lU] :=lin span{Aku | k € Ng,u € U} (3.12)

dicht in $ liegt.
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Neben dem zyklischen Unterraum gibt es noch den Begriff des erzeugenden Un-
terraumes, jedoch werden beide Begriffe oft synonym verwendet oder nicht unter-
schieden. Wir werden spéter zeigen, dass es sich in dieser Formulierung in der Tat um
dquivalente Bezeichnungen handelt.

Definition 3.9 (Erzeugender Unterraum). Es sei A : $ — § ein beschrinkter selbst-
adjungierter Operator. Ein Unterraum U C $) heif3t ein erzeugender Unterraum fiir A,

wenn
linspan { E4(A)g | A C Rlntervall,g € U} (3.13)

dicht in $) liegt.

Nun definieren wir einen globalen Begriff der Multiplizitit. Die Vielfachheit fiir
einen Eigenwert eines selbstadjungierten Operators definiert man bekanntlich als die
Dimension des zugehorigen Eigenraumes. In einem endlichdimensionalen Hilbertraum
gibt es auf diese Weise eine grofite Vielfachheit, die der Operator fiir einen Eigenwert
vorweisen kann. Diese werden wir die Multiplizitit des Spektrums nennen und den
Begriff auf unendlichdimensionale Hilbertraume erweitern:

Definition 3.10 (Multiplizitit des Spektrums). Es sei A : $ — $ ein beschrinkter
selbstadjungierter Operator. Die kleinste Dimension eines erzeugenden Unterraumes
von A heiflt die Multiplizitit des Spektrums von A.

Das Spektrum o (A) heibt einfach, wenn die Multiplizitit Eins betrigt.

Wir werden anschlieBend sehen, dass fiir einen selbstadjungierten Operator die
Existenz eines zyklischen Vektors dquivalent dazu ist, dass der Operator ein einfa-
ches Spektrum besitzt. Davor soll das folgende Theorem vorgestellt werden, welches
ebenfalls als Spektralsatz bekannt ist und zeigt, dass jeder beschrinkte selbstadjungier-
te Operator mit einem zyklischen Vektor als ein Multiplikationsoperator dargestellt
werden kann.

Theorem 3.11. Es sei A ein beschriinkter selbstadjungierter Operator mit Spektral-
maf} E und v € $) ein zyklischer Vektor. Wir setzen

w = m und m:= (w, E(-)w) , (3.14)

d. h. m ist ein Wahrscheinlichkeitsmafs mit kompaktem topologischem Trdger. Dann
existiert ein unitérer Operator U : §§ — L*(R, m) mit

UAU™' = M, . (3.15)

Dabei ist (M;qf)(t) = t f(t) der Multiplikationsoperator auf L?(R,m). Dariiber
hinaus gilt
Uw=1, (3.16)

wobei 1 die konstante Funktion mit Wert 1 auf L*(R, m) ist.

Beweis. Fiir den Beweis der ersten Aussage entnehmen wir die Ideen aus [Wer05,
Theorem VII.1.20]. Wir definieren eine Abbildung V' : L%(R,m) — §, indem wir
fiir ein ¢ € C(0(A)) die Zuordnung ¢ — @(A)w festsetzen. Da C'(c(A)) dicht
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in L?(R,m) liegt, konnen wir diese lineare Abbildung stetig und normerhaltend
auf den ganzen Raum fortsetzen. Die so definierte Abbildung V ist unitir, denn fiir
p € C(c(A)) gilt:

60,00 = [ WO, EOw) = (0. [BaE [ papw) = letaul?,

Aufgrund des zyklischen Vektors w ist V auch surjektiv. Man definiert nun U := V!
und erhilt AU~ = U~1(id - ) fiir alle stetigen Funktionen . Aus dem iiblichen
Dichtigkeitsargument folgt somit Gleichung (3.15).

Weiterhin entnimmt man der Definition von U, dass U 11 = w gilt. O

Wir werden uns hidufig mit Operatoren, die ein einfaches Spektrum besitzen, be-
schiftigen und das folgende Theorem wird sich dabei als sehr hilfreich erweisen. Es
zeigt den Zusammenhang zwischen einem einfachen Spektrum und einem zyklischen
Vektor.

Theorem 3.12. Ein beschrinkter selbstadjungierter Operator A : $) — ) hat genau
dann ein einfaches Spektrum, wenn er einen zyklischen Vektor v € $) besitzt.

Beweis. Es sei v € § ein zyklischer Vektor fiir A. Nehmen wir an, es existiert ein
y € Hmit (y, E5(A)v) = 0 fir alle Borelmengen A C R. Dann verwenden wir das
Funktionalkalkiil und erhalten

0= /tkd<y,E(t)v> = (y, A*v)

fiir alle £ € Ny. Da nun v ein zyklischer Vektor ist, kann dies nur fiir y = 0 erfiillt
sein und somit ist lin span {v} ein erzeugender Unterraum.
Fiir die Umkehrung siehe den Beweis von [AG93, VI.69-Theorem 3]. O

Besitzt der selbstadjungierte Operator ein einfaches Spektrum, so liegt demnach die
ganze Information des Operators in dem Borelmall m aus Theorem 3.11. Der nichste
Satz zeigt, wie man z. B. das Punktspektrum des Operators direkt aus diesem Mal}
gewinnen kann.

Satz 3.13. Es sei u ein endliches Borelmaf3 auf R und A der Multiplikationsoperator
auf L*(R, p), d. h. fiir f € L*(R, u) gilt

(AN = () pefi (3.17)
Dann entspricht das Punktspektrum von A genau den Atomen von p.

Beweis. Der Operator A — ) ist genau dann injektiv, wenn ¢ — A # 0 pu-f. . Dies
bedeutet ;1({\}) = 0. Da A genau dann ein Eigenwert von A ist, wenn A — \ nicht
injektiv ist, trifft dieser Fall genau dann zu, wenn p({\}) # 0. O

Diese Aussage kann man leicht auf einen beliebigen Multiplikationsoperator aus-
dehnen:
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Satz 3.14. Es sei (X, A, u) ein o-endlicher Mafsraum und My der Multiplikationsope-
rator auf L*(X, j1) mit einer reellen beschrinkten messbaren Funktion ¢ : X — R,
d.h. fiir f € L*(X, p) gilt

(Myf)(t) = o) f(t)  p-f i (3.18)

Wir haben in diesem Fall folgende Charakterisierung des Spektrums von My:

op(Mg) ={ A eR [ p({t e X | ¢(t) = A}) # 0}
p(My) = { X € C| Es existiert ein C > 0 mit |¢p(t) — A > C p-fii. } .

Wie immer gilt 0(My) = 0,(My) U oo(My), da My selbstadjungiert ist.

Nun wenden wir uns der Betrachtung von selbstadjungierten Operatoren zu, die
ein Spektrum mit endlicher Multiplizitiit besitzen. Die wesentliche Idee bei dieser Be-
handlung ist, den Operator in endlich viele Operatoren mit einem einfachen Spektrum
zu zerlegen.

Lemma 3.15. Es sei A € L($)) ein selbstadjungierter Operator dessen Spektrum
Multiplizitit n € N besitzt. Dann existiert eine orthogonale Zerlegung des Hilbertrau-
mes

H=EP9;, (3.19)
j=1

wobei jeder Hilbertraum §); ein abgeschlossener A-invarianter Unterraum ist und
jeder Operator A| 5; : $j — $H; ein einfaches Spektrum besitzt.

Beweis. Nach der Voraussetzung gibt es einen erzeugenden Unterraum U der Dimen-
sion n. Wihlen wir dort eine Basis (g;)}_;, so verwenden wir das Gram-Schmidtsche
Orthonormalisierungsverfahren, um die entsprechenden Riume zu konstruieren. Zu-
erst definieren wir g; := ¢1/[|g1]| und

$1 :=linspan{ F4(A)g1 | A C R Intervall } .

Es sei Py, die orthogonale Projektion auf diesen Raum. Induktiv definieren wir nun

. Gk — Yo5—1 P, G
k= e -
Gk — >5=1 Po, G
9 = linspan{ E4(A)gr | A C R Intervall }

fiir £ = 2,...,n. Man beachte dabei, dass man durch dieses Verfahren wieder einen
n-dimensionalen erzeugenden Unterraum, aufgespannt von ( gj)?zl, entsprechend der
Multiplizitit erhilt.

Wir definieren nun fiir ein fest gewihltes j € {1,...,n} das neue Spektralma$3
Fj := Py, E 4 und den selbstadjungierten Operator B; : ); — §); durch

B, ::/tdFj(t).
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Da der Unterraum aufgespannt von g; ein eindimensionaler erzeugender Unterraum
fiir B; ist, hat der Operator ein einfaches Spektrum. Da nun fiir jedes z; € $); auch

ij :/tdEA(t)ZEj = /tdFj(t)xj :Bjxj Ef)j

gilt, ist §); in der Tat A-invariant und es gilt A|s,, = B;. O]

Nun kommen wir zuriick auf die zu Beginn angedeutete Aussage, dass erzeugende
und zyklische Unterrdume nur verschiedene Formulierungen der gleichen Tatsache
sind.

Korollar 3.16. Es sei A € L(9) ein selbstadjungierter Operator. Ein n-dimensionaler
Unterraum U C $) ist genau dann ein erzeugender Unterraum fiir A, wenn U ein
zyklischer Unterraum fiir A ist.

Beweis. Es sei U ein n-dimensionaler erzeugender Unterraum. Dann existiert eine
Zerlegung des Hilbertraumes nach Lemma 3.15 und je ein zyklischer Vektor v; fiir
Alg, : $; — $;. Demnach gilt fiir alle j € {1,...,n} mit Hilfe von Theorem 3.12,
dass

lin span { Akvj

ke No} (3.20)

dicht in §); ist, sodass mit der Zerlegung von §) auch Gleichung (3.12) gilt.

Es gelte nun umgekehrt (3.12). Nehmen wir an es existiert ein y € $) derart,
dass (y, E(A)u) = 0 fiir alle Intervalle A C Rund v € U gilt, so folgt mit der
Spektraldarstellung von A

0= /tkd<y,E(t)u> = (y, A*u) (3.21)

fiir alle £ € N. Nach der Voraussetzung des zyklischen Unterraums muss nun y = 0
gelten und somit ist U ein erzeugender Unterraum. O

Der nichste Satz verallgemeinert die Multiplikationsversion des Spektralsatzes,
die wir fiir Operatoren mit einem einfachen Spektrum bewiesen haben, auf den Fall,
dass das Spektrum endliche Multiplizitit besitzt. Man verwendet auch hier die obige
Zerlegung des Hilbertraumes und des Operators.

Satz 3.17. Es sei A ein beschrdnkter selbstadjungierter Operator mit zugeordnetem
Spektralmaf3 E. Die Multiplizitit n € N des Spektrums sei endlich. Dann existieren
positive Borelmafse {m;}"_,, fiir die o(A) ein Triger ist, und ein unitéirer Operator

U:$H— PL*R,m) (3.22)
i=1
mit
(UTU " f)n(t) =t fult) - (3.23)

fir f=f® @ fn=(f1...., fn)

Beweis. Verwende das Lemma 3.15 und fiir jeden Unterraum §); das bekannte Theo-
rem 3.11. Vergleiche dazu auch [RS72]. ]
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Wir haben nun gesehen, dass fiir einen selbstadjungierten Operator A mit Multipli-
zitdt n eine Orthonormalbasis (g;);"_; und die entsprechende Zerlegung des Hilber-
traumes

9 =P (3.24)

existiert. Definiert man die BorelmaBe v; := (g;, E(+)g;), so kann man durch die Wahl
der Orthonormalbasis sogar erreichen, dass alle diese Mafle absolut stetig zu 1 sind:

Satz 3.18. Es sei A € L($) ein selbstadjungierter Operator mit einem zyklischen
Unterraum U der Dimension n € N. Dann kann die Orthonormalbasis (g;)?_, in U
so gewdhlt werden, dass fiir die spektralen Mafie v; :== (g;, E(-)g;)

gilt. Man nennt (g;)?'_, dann eine geordnete Spektralbasis von A.
Beweis. Siehe dazu [BS87, Theorem 7, Seite 172]. L]

Definition 3.19. Es sei A ein beschrinkter selbstadjungierter Operator. Ein Vektor
x € $ heillt maximaler Spektralvektor fiir A, wenn das BorelmaB i, , zu allen f, ,,
fiir y € §) absolut stetig ist.

Fiir jeden selbstadjungierten Operator existiert solch ein maximaler Spektralvektor
und einen Beweis findet man ebenfalls in [BS87] oder in [Tes09, Lemma 3.16]. Fiir
einen Operator mit einfachem Spektrum ist ein zyklischer Vektor auch immer ein
maximaler Spektralvektor:

Korollar 3.20. Es sei A € L(9) selbstadjungiert und v ein zyklischer Vektor fiir A
und [t = iy . Dann gilt

H={f(Aw]| feLl’R,p} (3.26)
und fiir jedes spektrale Maf3 beziiglich x € $) gilt
Ppz << M- (3.27)

Beweis. Formel (3.26) gilt, da v ein zyklischer Vektor ist. Es sei x € Hund A C R
eine Borelmenge mit z(A) = 0. Dann gibt es ein f € L?(y) mit z = f(A)v und es
gilt

Haw (D) = (2, E(A)z) = (v, |F (A E(A)v) = (v, [f(A)]* xa(A)v)

/‘f ) xal(t) /]f 2du=0,

was die absolute Stetigkeit zeigt. O

Nach der Multiplikationsversion des Spektralsatzes ist ein selbstadjungierter Opera-
tor ein Multiplikationsoperator auf einem gewissen L2-Raum. Der nichste Satz zeigt,
wie diese Raume fiir unitédr dquivalente Operatoren mit einfachem Spektrum aussehen
miissen.
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Lemma 3.21. Es seien Ay, Ay € L(9) zwei selbstadjungierte Operatoren, deren
Spektren einfach sind, und demnach jeweils unitdr dquivalent zum Multiplikationsope-
rator auf L*(R, 1) bzw. L*(R, o) sind.

Dann sind Ay und Ao genau dann unitdr dquivalent zueinander, wenn 1 und pio
gegenseitig absolut stetig sind, d. h. wenn die Mafle dquivalent zueinander sind.

Beweis. Sind die Operatoren A1, As unitir dquivalent, so sind nach dem Beweis von
[Tes09, Lemma 3.13] auch die MaBle dquivalent zueinander.

Sind andererseits die Mafle dquivalent, so gibt es eine invertierbare positive Funktion
g mit dpy = gdpo und dpy = g~ dyiy nach dem Satz von Radon-Nykodym. Damit
definieren wir eine Abbildung

U:L*(R, ) — L*(R,pa),  fr+— af,

welche wegen (U f,Uf) = (f, f) und der Umkehrabbildung U~ f = f/+/9 ein
unitdrer Operator ist. Nehmen wir ohne Einschrinkung die Operatoren A; und A als
Multiplikationsoperatoren auf L?(R, 1) bzw. L?(RR, p2) an, so sehen wir direkt, dass

UAUf = AL f
fir alle f € L(R, u1) gilt. O

Aufgrund dieses Satzes gibt es fiir zwei selbstadjungierte Operatoren A und B mit
jeweils einfachem Spektrum folgende Sprechweisen. Die Operatoren A und B heiflen
von gleichem Spektraltyp, wenn es jeweils einen zyklischen Vektor v bzw. w so gibt,
dass die zugeordneten spektralen MaBe 14 := (v, E4(-)v) und pp := (w, Ep(-)w)
gegenseitig absolut stetig zueinander sind. Haben 4 und pp dagegen zwei disjunkte
minimale Triger, so nennt man die Spektraltypen von A und B unabhdingig voneinan-
der.

In [Gil98, Theorem 3.3] findet man folgende allgemeine Charakterisierung fiir einen
Operator, dessen Spektrum die Multiplizitdt Zwei besitzt:

Theorem 3.22. Ein selbstadjungierter Operator A € L($)) hat genau dann ein Spek-
trum der Multiplizitit Zwei, wenn es eine orthogonale Zerlegung des Hilbertraumes
H = H1 D Ny B N3 und des Operators A = A1 & Ay B As gib, fiir die gilt:

(a) Jeder Operator A; (j = 1,2,3) hat ein einfaches Spektrum.
(b) Ay und Ay haben gleichen Spektraltyp.

(c) die Spektraltypen von A1 und As sind unabhiingig voneinander.

Zum Abschluss dieses Abschnittes iiber Multiplizititen von Spektren mochten wir
noch wichtige Aussage im Zusammenhang mit zyklischen Unterrdumen und Spek-
tralmaf3en festhalten. Wenn ein zyklischer Unterraum U fiir einen selbstadjungierten
Operator A existiert, so legt dieser das Spektralmaf} vollkommen fest, d. h. man muss
nur die komplexen MaBe (u, F 4(-)v) fir Elemente u, v € U kennen.

Satz 3.23. Es sei U ein zyklischer Unterraum fiir einen selbstadjungierten Operator
A € L($) und A C R eine Borelmenge. Gilt (u, E5(A)u) = 0 fiir alle u € U, so
gilt auch E4(A) = 0.
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Beweis. Durch die iibliche Polarisierung, vgl. Satz A.2, konnen wir die Voraussetzung
auf
(u, EA(A)v) =0 firalle u,v € U (3.28)

verstirken. Wir definieren fiir jedes m, n € Ny eine Funktion f € M(o(T)) durch
f(t) :==t™xa(t)t". Dann gilt fir alle u, v € U nach Gleichung (3.28):
0= [l Ba(t)0) = (0. F(A)e) = (A7, xa (4)A4").
A

Da U ein zyklischer Unterraum ist, gilt demnach fiir alle x, y € $:
0= (xa(A)a) = [ dly Ealt)e) = (0 Ea(d)0).

Dies bedeutet, dass nur E4(A) = 0 gelten kann. O

Fiir einen Operator, dessen Spektrum einfach ist, erhalten wir aus obigen Satz sofort
folgende Eigenschaft:

Korollar 3.24. Es sei A € L($) selbstadjungiert mit zyklischem Vektor v. Dann sind
die Borelmafie (v, E4(-)v) und E 4 dquivalent, d. h. sie besitzen genau die gleichen
Nullmengen.

Den folgenden Satz werden wir spéter bendtigen, wenn wir uns explizit mit dem
Punktspektrum eines selbstadjungierten Operators auseinandersetzen. Er besagt, dass
ein zyklischer Vektor bzw. ein zyklischer Unterraum nicht orthogonal zu einem
Eigenraum stehen kann.

Satz 3.25. Es sei A € L($)) selbstadjungiert mit einem zyklischem Unterraum U und
x € §) erfiille die Eigenwertgleichung (A — X\)x = 0 fiir ein A € R. Gilt nun

(u,z) =0 fiiralle we U,
so ist zwangsldaufig x = 0.
Beweis. Esseiu € U und k € Ny beliebig. Dann gilt
0= \(u,z) = (A*u, z)

sodass aus der Linearitit des Skalarproduktes folgt, dass (v, z) = O fiiralle v € O4[U]
gilt. Da der Orbitraum dicht liegt, folgt daraus = = 0. O

Korollar 3.26. Es sei A € L($)) selbstadjungiert mit einem zyklischem Vektor v € $).
Dann ist
v (BildEa({A})" (3.29)

fiir jeden Eigenwert A € R des Operators A
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Die Betrachtungen in diesem Abschnitt und vor allem der vorherige Satz 3.23
zeigten, dass man fiir ein Spektrum mit endlicher Multiplizitét nicht das operator-
wertige Spektralmall betrachten muss, sondern dass endliche viele positive Mafle
ausreichen, um den Operator spektral zu untersuchen. Dies bringt die Spektraltheorie
in Verbindung zu matrixwertigen Herglotzfunktionen.

Wir zeigen, dass man zu einem selbstadjungierten Operator, dessen Spektrum endli-
che Multiplizitit aufweist, auf natiirliche Weise eine matrixwertige Herglotzfunktion
zuordnen kann. Diese Herglotzfunktion beinhaltet dann simtliche Spektralinformatio-
nen des Operators.

Satz 3.27. Es sei A € L($) selbstadjungiert mit einem Spektrum der endlichen
Multiplizitit p € N und n > p eine natiirliche Zahl. Weiterhin sei ein linearer
Operator von endlichem Rang V : C" — §) so gewdhlt, dass Bild V' ein zyklischer
Unterraum fiir A ist. Dann definiert

2 VA - 2)"V (3.30)

eine matrixwertige Herglotzfunktion fiir z € C,.. Das zugeordnete verallgemeinerte
matrixwertige Borelmaf; ) nach Theorem 2.22 ist dquivalent zum Spektralmaf3 E 4,
d. h. sie besitzen die gleichen Nullmengen. Insbesondere entspricht

Spp = {xER

genau dem Punktspektrum von A.

lim etr V(A —x —ie) 'V # o} (3.31)

e—0t

Beweis. Die Abbildung z — V*(A — 2)~1V definiert offensichtlich eine matrixwer-
tige Herglotzfunktion. Vergleiche dazu auch Beispiel 2.7. Das matrixwertige Maf3 €2
ist nach dem Spektralsatz durch folgende Gleichung gegeben:

V*(A—z)_1V:/t ! A(V*EA(t)V) ::/ ! dQ(t) .

—Z t—=z

Weiterhin besitzen nach dem obigen Satz 3.23 die Borelmafle /4 und € die gleichen
Nullmengen.

Aus Kapitel 2 ist bekannt, dass Gleichung (3.31) einen kleinsten Tréger fiir den
rein atomaren Anteil €2, definiert. Nach Satz 3.7 entsprechen die Eigenwerten des
Operators A genau den Atomen des Spektralmalfies. O

Diese Philosophie, das Spektralmal3 eines Operators durch ein matrixwertiges
MaB zu ersetzen, und die Konstruktion der Herglotzfunktion iiber einen zyklischen
Unterraum werden in den letzten Kapiteln dieser Arbeit nochmals aufgegriffen.

3.3. Absolut stetige und singulir stetige Spektren

In Abschnitt 1.6 haben wir den Lebesgueschen Zerlegungssatz kennengelernt, welcher
unter anderem besagt, dass jedes o-endliche Borelmall auf R eindeutig in einen
absolut stetigen, einen singulir stetigen und einen rein atomaren Anteil beziiglich
des Lebesguemalles zerlegt werden kann. Nach diesem Satz werden wir nun eine
analoge Zerlegung des Spektrums o ( A) eines selbstadjungierten Operators A auf dem
komplexen Hilbertraum §) vornehmen. Wir benutzen hier hauptsichlich [Tes09] und
[Kat66].
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Definition 3.28. Fiir ein endliches Borelmal} 1 definieren wir das Spektrum von p
durch:
olp] ={ A eR| p(A—e,A+¢)) #Ofirallee > 0} . (3.32)

Wir geben also dem topologischen Triger aus Kapitel 1.5 fiir ein endliches positives
BorelmaB auf R einen neuen Namen, mochten diesen Begriff aber teilweise auch fiir
Spektralmalle verwenden. Der Name rechtfertigt sich, da fiir einen selbstadjungierten
Operator A bekanntlich 0(A) = o[E 4] gilt. In dieser Sprechweise heifit dies, dass
das Spektrum des Spektralmafles genau dem Spektrum des Operators entspricht. Wir
entnehmen diese Sprechweise aus [Tes09, Ch. 3.2] und erinnern an folgende Tatsache
aus Kapitel 1:

Korollar 3.29. Das Spektrum o|[u] ist ein abgeschlossener Trdger fiir das endliche
Map p.

Fiir ein rein atomares Ma@ ist das Spektrum demnach im Allgemeinen nicht der
kleinste Triger, da Hiufungspunkte von Atomen hinzugenommen werden.

Wir wissen, dass fiir einen selbstadjungierten Operator A mit einem einfachen
Spektrum ein zyklischer Vektor v € ) existiert und der Operator unitédr dquivalent zum
Multiplikationsoperator auf L?(IR, y) ist, wobei y1 := (v, Ea(-)v) das zugeordnete
spektrale MaB ist. Das Spektrum zerlegen wir deswegen gemil dieses Maf3es in drei
Anteile.

Definition 3.30. Es sei A € L£()) selbstadjungiert mit einem einfachen Spektrum
und v € ) ein zyklischer Vektor. Das zugeordnete spektrale MaB 1 := (v, Ez(-)v)
hat nach Korollar 1.30 eine eindeutige Lebesguesche Zerlegung

W= pac + phs = tac + tsc + Hpp -

Wir definieren nun o,.(A) := o|uac| als das absolut stetige Spektrum, o5(A) := o)
als das singuldre Spektrum, os.(A) := o|usc| als das singuldir stetige Spektrum und
opp(A) 1= o[pupp) als das reine Punktspektrum von A.

Aufgrund von Lemma 3.21 ist diese Aufspaltung des Spektrums wohldefiniert und
unabhingig von der Wahl des zyklischen Vektors bzw. des Malles . Das reine Punkt-
spektrum o, (A) bezeichnen wir nach dem englischen Begriff pure point spectrum. Es
umfasst alle Eigenwerte des Operators A, im Allgemeinen aber mehr. Es gilt hingegen
immer

opp(A) = 0p(A) . (3.33)
Offensichtlich gilt nun fiir das Spektrum des Operators A die Zerlegung

0(A) = 04c(A) Uos(A) = 04c(A) Uose(A) Uopp(A) (3.34)

wobei aber keine der Vereinigungen disjunkt sein muss.

Mochten wir nun diese Zerlegung auch fiir selbstadjungierte Operatoren zeigen,
deren Spektrum eine hohere Multiplizitét besitzt, so bietet sich die Formulierung iiber
eine geordnete Spektralbasis und einen maximalen Spektralvektor an.
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Definition 3.31. Es sei A € £($) ein selbstadjungierter Operator mit maximalen
Spektralvektor = € §). Das SpektralmaB 1 := (z, E4(-)z) hat eine eindeutige Lebes-
guesche Zerlegung

B = lac T s = Hac T+ Hsc T Hpp -

Wir definieren nun o,.(A) := 0|[ac| als das absolut stetige Spektrum, o5(A) := o)
als das singuldre Spektrum, os.(A) := o|usc) als das singuldr stetige Spektrum und
opp(A) == o[y als das reine Punktspektrum von A.

Hier muss allerdings die Wohldefiniertheit gezeigt werden, d. h. dass die Zerlegung
nicht von der genauen Wahl des maximalen Spektralvektors abhingt. Aus diesem
Grund wird hdufig, z. B. in [Kat66] und [Tes09], eine alternative Definition der Spek-
tralanteile gegeben, welche wir ebenfalls kurz vorstellen mochten.

Definition 3.32. Sei A € L($) selbstadjungiert. Ein Element = € $) heifit dann
absolut stetig, wenn das zugeordnete Spektralmal i, , absolut stetig ist. Analog
definiert man singuldr, singuldr stetig und rein atomar als Begriffe fiir x € §).

Die Menge aller absolut stetigen Elemente bezeichnet man mit §j,. und ebenso
s, Hsc und $H,,. Man kann leicht zeigen, dass dies abgeschlossene A-invariante
Unterrdume sind und

5 =HacD® Ns = HNac D Hse © prp (335)

gilt. Die doppelte Einschrinkung A, := Alg,. : Hac — Hac heibt der absolut stetige
Anteil von A. Analog heifit A der singuldre Anteil, A, der singuliir stetige Anteil
und A, der rein atomare Anteil des Operators A.

Mit Hilfe dieser Einschriankungen auf die invarianten Unterrdume kann man nun
die obigen Spektralanteile von A als die jeweiligen Spektren von A,., A, und Ay,
definieren. Dies wire die angesprochene alternative Definition, die z. B. in dieser Form
in [Kat66] zu finden ist. Fiir uns ergibt sich dies als folgender Satz:

Satz 3.33. Fiir einen selbstadjungierten Operator A gelten mit obigen Definitionen
Oac(A) = 0(Aae), 05c(A) = 0(Ase) und opp(A) = 0(App).

Beweis. Siehe [Tes09, Chapter 3]. ]

Die in diesem Abschnitt definierte Aufspaltung des Spektrums kann wortwortlich
auch fiir unbeschrinkte Operatoren libertragen werden und findet dann vor allem in der
mathematischen Physik seine Anwendungen. Ein Beispiel fiir einen Operator mit sin-
gulidr stetigen Spektrum mit Anwendungen in der quantenmechanischen Streutheorie
findet sich in [Pea78].

Abschliefend fiir diesen Abschnitt zeigen wir eine Querverbindung zu den Herglotz-
funktionen aus Kapitel 2: Mit Hilfe der minimalen Tréagern fiir Herglotzfunktionen,
vgl. Theorem 2.13, konnen wir leicht folgende Beschreibung fiir das stetige Spektrum
bzw. das Punktspektrum ableiten. Beachte dazu auch Satz 1.47.

Beispiel 3.34. Es sei A € L($) ein selbstadjungierter Operator mit zyklischem
Vektor v € $). Aus Theorem 2.13 folgt dann, dass ein Element A € R, welches
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lim,_,g+ Im (v, (A — X —ie)~1v) € (0, c0) erfiillt, zum absolut stetigen oder singulir
stetigen Spektrum gehort.

Ein Element A gehort dagegen genau dann zum Punktspektrum des Operators A,
wenn lim__,o+ £(v, (A — X\ —ig)~1v) # 0 gilt.

3.4. Technische Hilfsmittel

In diesem Abschnitt wird keine neue Theorie eingefiihrt, sondern verschiedene Grenz-
werte berechnet, die in Kapitel 5 konkret verwendet werden. Die folgenden Grenzwerte
stehen im Zusammenhang mit dem Spektrum eines selbstadjungierten Operators A
bzw. mit der Resolvente (A — z)~! des Operators und zur Berechnung werden wir
den Spektralsatz verwenden.

Satz 3.35. Es sei A € L($) ein selbstadjungierter Operator und X ¢ o,(A) eine
reelle Zahl. Dann konvergiert

lim (y, (A — X —ie) YA = \)z) = (y, z) (3.36)

e—0t
fiir alle x,y € 9.

Beweis. Zuallererst halten wir fest, dass E4({\}) = 0, da A kein Eigenwert ist.
Definieren wir die reelle Funktion f. : R — C durch f.(¢) := (t — A\)/(t — X — ie),
so sehen wir direkt, dass fiir alle ¢t € R\ {A\}

e—0t

[fe(O)[ <1 und fo(t) ——1

gilt. Mit Hilfe der Spektralsatzes und des Satzes von Lebesgue erhalten wir

+

(0, (A= X —i2)" (A~ \a) = / £t dly, Eat)z) =% (y,a)

wie behauptet. O

Der obige Satz und alle Folgerungen, die wir im Weiteren daraus ziehen werden,
sind genauso richtig, wenn wir i€ mit —ic ersetzen. Man kann diesen Grenzwert sogar
durch eine beliebige nichttangentiale Anndherung formulieren, ohne die Aussagen zu
veridndern.

Korollar 3.36. Es sei A € L($)) ein selbstadjungierter Operator und A € R eine
reelle Zahl. Fordert man nun, dass x € (Bild E4({\}))™, so konvergiert

lim (y, (A — X —ig) YA - Nz) = (y, z) (3.37)

e—0t
fiir alle y € 9.

Beweis. Nach obigen Satz ist nur der Fall A € o,(A) zu zeigen. Da nun aber
(y, EA({\})z) = 0 gilt, ist der obigen Beweis auch fiir diesen Fall richtig. O
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Korollar 3.37. Es sei A € L(9) ein selbstadjungierter Operator und \ € R eine
reelle Zahl. Dann konvergiert

lim (y, (A — X —ie) 1 (A - Nz) = (y,Qz) < o0 (3.38)

e—07t
fiir alle x,y € 9, wobei QQ := Iy — E4({\}) die orthogonale Projektion auf das
orthogonale Komplement des Eigenraumes zu \ ist.
Beweis. Zerlegt man x = E4({\})z + Qx, so gilt
(y, (A= X —ie) (A= Na) = (y, (A = A —ie) (A~ N)Qx)
und das obige Korollar 3.36 ist anwendbar. O

Nun formulieren drei Propositionen, die auf die genaue Situation fiir das spétere
Kapitel 5 zugeschnitten sind.

Proposition 3.38. Es seien $ und $1 Hilbertrdume, wobei letzterer endlichdimen-
sional ist, und A € R eine reelle Zahl. Weiterhin sei ein selbstadjungierter Operator
A € L($0) und ein Operator V. € L($1,90) gegeben. Dann existiert fiir jedes
x € (Bild Eo({\}))* der Grenzwert
lim V*(A—-X—ie) " (A— Nz =V*z. (3.39)
e—0t+

Beweis. Wihlen wir einen Vektor u € $)1 und berechnen mit Korollar 3.36:

(u, V(A= X—ie) YA = Nx)g, = (Vu, (A =X —ie) (A= Nz)g,

ii(f_) (Vu,z)g, = (u, Va)g, .

Da der obige Grenzwert fiir alle u € $; existiert und der Hilbertraum $); endlichdi-
mensional ist, folgt die Behauptung. O

Proposition 3.39. Es seien $¢ und $1 Hilbertrdume, wobei letzterer endlichdimen-
sional ist, und A € R eine reelle Zahl. Weiterhin sei ein selbstadjungierter Operator
A € L(90), ein Operator V. € L($1,$0) und eine Projektion P € L($1) gegeben.
Die Projektion soll dariiber hinaus Folgendes erfiillen:

Bild VP C (Bild Ex,({\})*.
Dann existiert der Grenzwert

lim P*V*(A -\ —ie) ' (A — Nz = P*V*z (3.40)

e—0t

fiir alle z € 9.

Beweis. Wir definieren die Orthogonalprojektion Q) € £($)) durch das Spektralmal
Q = Iy, — Ea,({\}). Wir wihlen einen Vektor u € $); und berechnen mit obigem
Korollar 3.37:

(u, P*V¥(A = X — i) "HA = Na)g, = (VPu, (A— X —ig) HA = N)z)g,
e—0T <VPU, Q:U)foo = <QVPU, .7}>5§0 = <VPU"$>50 — <u’ P*V*$> '

Hier wurde verwendet, dass nach Voraussetzung QV P = V P gilt. Da der obige
Grenzwert fiir alle © € 7 existiert und der Hilbertraum $); endlichdimensional ist,
folgt die Behauptung. O
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Proposition 3.40. Es sei A € L($)) ein selbstadjungierter Operator und \ € R eine
reelle Zahl. Dann existiert fiir jedes z € Bild(A — \) genau ein x € ), welches
lim (y, (A — X —ie)"'2) = (y,z) (3.41)
e—0t
fiir alle y € $ erfiillt.
Man schreibt gewohnlich
w-lim (A — X\ —ie) "tz =2 (3.42)

e—0t

und spricht von einem schwachen Grenzwert.

Beweis. Die Existenz von z folgt aus Korollar 3.37 und dieses zeigt ebenso, dass
nur x € E4({\})* gelten kann. Die Eindeutigkeitsaussage ist mit Gleichung (3.41)
offensichtlich erfiillt. O

3.5. Aronszajn-Donoghue-Theorie

In diesem Abschnitt werden Ergebnisse der Storungstheorie von selbstadjungierten
Operatoren prisentiert. Wir verwenden hier hauptséchlich [Kat66] und [Sch12] und
verweisen fiir Beweise auf diese zwei Werke.

Satz 3.41. Es sei A ein selbstadjungierter Operator und V' ein Operator von endli-
chem Rang so gewdhlt, dass B = A + V ebenfalls selbstadjungiert ist. Dann sind die
absolut stetigen Anteile Ay und By aus Definition 3.32 unitdr dquivalent.

Beweis. Siehe [Kat66, X.3, Theorem 4.4] und [Kat57]. OJ

Der obige Satz gilt in dieser Form auch noch fiir Stérungen V' aus dem Raum der
Spurklassenoperatoren. Man vergleiche dazu ebenfalls [Kat66]. Insbesondere wissen
wir nun, dass das absolut stetige Spektrum unter einer endlichdimensionalen Storung
invariant bleibt, sodass dieser Spektralanteil fiir die weitere Diskussion in Kapitel 5
durchweg uninteressant ist.

Unter der sogenannten Aronszajn-Donoghue-Theorie versteht man die Untersu-
chung des Spektrums eines selbstadjungierten Operators unter Stérungen vom Rang
Eins. Diese zeigt eindrucksvoll, dass das singulédre Spektrum dem obigen Satz nicht
geniigt und sich schon unter Stérung vom Rang Eins génzlich veridndern kann. Dies
werden wir gleich an einem Beispiel demonstrieren.

Im Zentrum der Aronszajn-Donoghue-Theorie steht eine skalare Herglotzfunktion,
die hier kurz vorstellt wird. Dabei ist A ein selbstadjungierter Operator im komple-
xen Hilbertraum $) und v ein zyklischer Vektor. Wir bezeichnen das spektrale Mal3
beziiglich v mit m := (v, E4(-)v) und betrachten nun folgenden gestorten Operator

Ay =A+av(v, ), a€eR (3.43)

und ordnen diesem das MaB m,, := (v, E4_(-)v) zu. Wir definieren die Herglotzfunk-
tion F' und eine reelle Funktion G durch

F(z) = / t_lzdm(t) und G(s) = / (t_ls)Qdm(t) (3.44)

fir 2 € CLund s € R.




78 3. Spektraltheorie

Lemma 3.42. Ist fiir ein s € R die Bedingung G(s) < oo erfiillt, so gilt

F(s) ::/ ! dm(t) = lim F(s+i¢)

t—s e—0t
und ” ) .
G(s) = lim (s + ZS) — Fls) .
e—=0t 1€

Beweis. Wir formulieren hier den Beweis von [Sch12, Lemma 9.9] aus. Man beachte
dazu, dass aus der Voraussetzung G(s) < oo sofort folgt, dass m({s}) = 0 gilt.
Weiterhin definieren wir fiir £ > 0 die Funktionen

) = o) = ga<t>=i( — 1)

t—s—1¢€ t—s t—s—1 t—s
und zwar m-fast iiberall. Dann gilt durch Abschitzen des Betrags fiir ¢ # s

1

0] € s <

< [fo(?)]

und

9e(6)] = = (H'm) = lfolt)

Nun ist aufgrund von G(s) < oo die Funktion fy € L?(R, m) C LY(R,m), sodass
sowohl F'(t) endlich existiert, als auch mit dem Satz von Lebesgue

lim F(s+ie) = 111%1+ fedm = /fo dm = F(s)
£

e—0t

und

lim — = hm gedm = / |f(t) =1iG(s)
gilt. 0

Das folgende Theorem fasst die Ergebnisse der Aronszajn-Donoghue-Theorie
zusammen. Wir entnehmen dieses im Wesentlichen aus [Sch12, Chapter 9] und
[Sim10, Chapter 12].

Theorem 3.43 (Aronszajn-Donoghue). Es sei « # 0 gegeben. Dann gilt:
(a) Die Menge

P, = {)\ER‘G()\)<OO, lim F()\—f—is):—l/a}

e—0t

ist der kleinste Trdger des rein atomaren Anteils von my,.

(b) Die Menge

So i= {)\ eR ’ G(\) =00, lim+F()\+z'€) = —1/a}

e—0

ist ein Trager des singuldr stetigen Anteils von m.,.
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(c) Die Menge
L= {)\ eR

lim Im F'(\ + i) > 0}

e—0t

ist ein Trdger des absolut stetigen Anteils von my,.
(d) Fiir jedes Atom \ € P, gilt mq({\}) = 1/(a®2G(N)).
(e) Die singuliiren Anteile von m, und mg sind fiir 8 # o singuldr zueinander.
(f) Die absolut stetigen Anteile von A und A, sind unitir dquivalent zueinander.
Beweis. Siehe [Sch12, Theorem 9.10]. O]

Das folgende Beispiel findet man in dhnlicher Art in [Sch12] und belegt, dass sich
das singuldre Spektrum schon unter eindimensionalen Stérungen beliebig sprunghaft
verhalten kann. In diesem Fall verschwindet das singulér stetige Spektrum vollstindig
durch eine kleine Storung, wihrend Eigenwerte an neuen Orten entstehen kdnnen.

Beispiel 3.44. Es sei das MaB i = M|,y + v auf R gegeben, wobei A, das
Lebesgue-MaB auf dem Intervall [a, b] und v ein singuléres MaB auf [a, b] ist. Weiterhin
sei A der Mulitplikationsoperator auf L?(R, ), d.h. das singulire Spektrum o 4(A)
ist nicht leer und liegt im Intervall [a, b].

Fiir den gestorten Operator A, ist dagegen das singulir stetige Spektrum o.(A)
verschwunden und das reine Punktspektrum kann nur aulerhalb von [a, b] liegen und
zwar fiir jedes v # 0.

Dies folgt aus einer leichten Rechnung, welche lim,_, g+ Im F(¢t + i) > /2 fur
t € [a, b] zeigt, sodass immer lim__,o+ F'(t 4 ic) # —1/« gilt. Dass G(t) < oo fiir
t ¢ [a,b] gilt, ist offensichtlich.






4. Riccati-Gleichung

In diesem Abschnitt soll die Operator-Riccati-Gleichung vorgestellt werden und wir
folgen dabei im Wesentlichen [KMMO03] und [LR95]. Wir werden sehen, dass die
Operator-Riccati-Gleichung und deren Lésungen mit invarianten Unterrdumen des
betreffenden Operators zusammenhingen.

Die Namensgebung steht hier in Analogie zur besser bekannten Riccati-Gleichung
in der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen, da auch fiir die Operator-
Riccati-Gleichung die gesuchte Losung sowohl linear als auch quadratisch in die
Gleichung eingeht. Die Bezeichnung ehrt den italienischen Mathematiker Jacopo
Francesco Riccati, welcher von 1676 bis 1754 in der damaligen Republik Venedig
lebte. Sein Hauptinteresse lag im Losen von Differentialgleichungen und es sind seine
Aufzeichnungen und Briefe, in denen das erste Auftreten der nach ihm benannten
Differentialgleichung dokumentiert ist (vgl. [Bit91]).

4.1. Unbeschrinkte Operatoren

Da wir in diesem Abschnitt auch unbeschrinkte Operatoren betrachten miissen, stellen
wir die wichtigsten Definitionen und Sétze zusammen.

Definition 4.1. Es seien X, Y zwei normierte Rdaume und D C X ein linearer Un-
terraum. Eine lineare Abbildung A : X O D — Y heilit ein linearer Operator mit
Definitionsbereich D.

Liegt der Definitionsbereich D dicht in X, so heifit der Operator dicht definiert. Ist
die Operatornorm von A nicht endlich, so heifit der Operator unbeschrdnkt. Fiir den
Definitionsbereich eines Operators A schreiben wir ab sofort Dom(A).

Unbeschrinkte Operatoren sind also auch unstetig in jedem Punkt ihres Definitions-
bereiches. Eine Abschwéchung der Stetigkeit ist der Begriff der Abgeschlossenheit
eines Operators, den wir nun definieren mochten.

Definition 4.2. Es sei A ein linearer Operator zwischen zwei Banachrdumen X, Y
mit Definitionsbereich Dom(A).
Der Operator A heifit abgeschlossen, wenn sein Graph

G(A) :={(z,Az) | z € Dom(A)} 4.1)

eine abgeschlossene Menge in X x Y beziiglich der Norm ||(z,y)|| := ||=|| x + ||y|ly
ist.
Der Operator A heilit abschlieffbar, wenn es einen weiteren linearen Operator

A gibt, der G(A) = G(A) erfiillt. Der abgeschlossene Operator A heift dann der
Abschluss von A.

Fiir abgeschlossene bzw. abschliebare Operatoren gibt es weitere Charakterisie-
rungen, welche wir kurz vorstellen mochten.

81
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Satz 4.3. Es sei A ein linearer Operator zwischen zwei Banachriumen X,Y mit
Definitionsbereich Dom(A). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) A ist abgeschlossen.

(2) Fiir alle konvergenten Folgen (x,,) C Dom(A) mit Grenzwert x € X und mit
Az, — y €Y gilt sowohl x € Dom(A) als auch Ax = y.

(3) Der normierte Raum (Dom(A), ||-|| ) ist vollstiindig. Dabei ist die betrachtete
Norm ||z||a = ||z||x + ||Az||y die sogenannte Graphennorm.

Ebenfalls sind dquivalent:
(1) A ist abschliefbar.
(2) Fiir alle Nullfolgen (x,,) C Dom(A) mit Az, — y € Y gilt schon y = 0.

(3) Es gibt eine abgeschlossene Fortsetzung von A, d. h. einen abgeschlossenen
Operator B mit Definitionsbereich Dom(B) 2 Dom(A) und B|pom(a) = A.

Beweis. Beweise sind in vielen Funktionalanalysis-Biichern zu finden. Siehe zum
Beispiel [Sch12, Proposition 1.5.]. O

Direkt aus dem Folgenkriterium fiir abgeschlossene Operatoren ldsst sich der nach-
stehende Satz ableiten.

Satz 4.4. Es seien X,Y Banachriume und A : X O Dom(A) — Y ein abgeschlos-
sener linearer Operator. Dann ist der Kern des Operators

Kern A := {z € Dom(A) | Az =0} 4.2)
ein abgeschlossener Unterraum von X.
Nun bringen wir ein wichtiges Beispiel eines nichtabschlieSbaren Operators:

Satz 4.5. Es sei X ein komplexer Banachraum und ¢ : X 2 Dom(y) — C ein
unbeschrinktes lineares Funktional mit Definitionsbereich Dom(p). Dann ist o nicht

abschliefbar.

Beweis. Da o iiberall unstetig ist, kann man eine Nullfolge (x,,) C X so wihlen, dass
(¢(xr)) nicht gegen Null konvergiert. Dies bedeutet, dass es eine Teilfolge (zy, )k
derart gibt, dass die Folge (¢ (zy, ))r nur nichtverschwindende Glieder hat und sich
auch nicht in der Null hduft. Wir definieren nun die Folge z;, := x,, /¢(xy, ), die
offensichtlich eine Nullfolge ist und ¢(z;) = 1 fiir alle £ € N erfiillt. Nach dem
Folgenkriterium in Satz 4.3 ist ¢ somit nicht abschlieBbar. O

Der nichste Satz verallgemeinert dieses Resultat auf alle Operatoren zwischen
Banachrdumen, die ein endlichdimensionales Bild besitzen. Solche Operatoren nennt
man iiblicherweise Operatoren von endlichem Rang.

Satz 4.6. Es seien X und Y Banachriume und A : X O Dom(A) — Y ein
unbeschriinkter linearer Operator von endlichem Rang, d. h. Bild A ist ein endlichdi-
mensionaler Unterraum von Y. Dann ist A nicht abschliefSbar.
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Beweis. Wir nehmen an, dass der Operator A abschlieBbar wire, d. h. es gibt eine
abgeschlossene Fortsetzung B : X O Dom(B) — Y, welche das gleiche endlich-
dimensionale Bild wie A besitzt. Der Kern von B ist nach Satz 4.4 abgeschlossen,
sodass die Abbildung

B : Dom(B)/ Kern(B) — Bild(B) ,

definiert durch B([z]) := B(z) einen Isomorphismus zwischen endlichdimensionalen
Vektorraumen darstellt. Aus diesem Grund ist die Abbildung B auch stetig. Nun
kann man leicht nachrechnen, dass die Operatornormen iibereinstimmen, d. h. es gilt

| B|| = || B|| < co. Der Operator B ist demnach beschrinkt und somit muss auch A
als Einschriankung beschrinkt sein. Dies ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung
an A. O

Da der Beweis des obigen Satzes die Abgeschlossenheit des Kerns benutzt, erhalten
wir leicht Folgendes:

Korollar 4.7. Es seien X undY komplexe Banachriume. Ist A : X O Dom(A) — Y
ein unbeschrinkter linearer Operator von endlichem Rang, so ist der Kern von A
nicht abgeschlossen. Insbesondere ist fiir ein dicht definiertes, unbeschrdnktes lineares
Funktional ¢ : X O Dom(y) — C der Kern dicht in X.

Nun betrachten wir einen Hilbertraum $) und erinnern an das Funktionalkalkiil aus
dem letzten Kapitel. Dort wurde fiir einen beschrinkten selbstadjungierten Operator A
und eine beschriinkte messbare Funktion f ein beschrénkter Operator f(A) definiert.
Wir dehnen die Situation nun auf unbeschrinkte Funktionen aus und erhalten somit
auch einen unbeschrinkten Operator.

Definition 4.8. Es sei $) ein komplexer Hilbertraum, A € £($)) selbstadjungiert und
f : R — R eine messbare Funktion, aber nicht notwendigerweise beschriankt. Dann
definieren wir den dichten Unterraum

Dyi={resn| [I7OPatwEa)s) < oo} @3

und einen moglicherweise unbeschrinkten Operator f(A) mit Definitionsbereich D
durch die Forderung, dass dieser

<%ﬂmw=/f@«%amm> (4.4)

fiir alle x € Dy und y € $) erfuillt. Man schreibt auch Dom( f(A)) fiir den Definiti-
onsbereich Dy und [ f(t) dE4(t) fiir den Operator f(A).

Man beachte, dass durch die Gleichung (4.4) das Element f(A)z € $ definiert wird.
Wir fassen demnach [ f(¢) dE4(t) nicht wie friiher als Integration beziiglich eines
SpektralmalBes auf, sondern notieren damit nur den oben definierten unbeschrankten
Operator. Vergleiche dazu auch [Wer05, Theorem VII.3.2].
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4.2. Operator-Riccati-Gleichung

In diesem Abschnitt steht §) immer fiir einen separablen Hilbertraum und alle auf-
tretende Operatoren sind linear, jedoch nicht notwendigerweise beschriankt oder ab-
schlieBbar.

Voraussetzung 4.9. Der Hilbertraum $) sei orthogonal zerlegt in zwei abgeschlossene
Unterrdume

H=5H S H - (4.5

Es sei B € L(9) ein selbstadjungierter Operator, der beziiglich der obigen Zerlegung
als Blockoperator dargestellt werden kann:

(A V
B - (V* A1> . 4.6)

Dabei sind Ay € L($o) und A1 € L($1) beschrinkte selbstadjungierte Operatoren
und V€ L($1,90) ein beschriinkter Operator.

Unter dieser Voraussetzung verstehen wir unter der Riccati-Gleichung folgende mit
dem Blockoperator B assoziierte Gleichung :

A X — XA - XVX+V* =0. 4.7)

Dabei steht X fiir einen dicht definierten, moglicherweise unbeschriankten Operator
von $H nach $H; und bezeichnet die Losung der Riccati-Gleichung. Fiir beschrinkte
Losungen X ist (4.7) als Operatoridentitit zu verstehen, andererseits muss man fiir
unbeschrinkte Losungen einen verallgemeinerten Losungsbegriff einfiihren:

Definition 4.10. Ein dicht definierter, moglicherweise unbeschrinkter, linearer Ope-
rator X : $p 2 Dom(X) — $; heit starke Lésung der Riccati-Gleichung, wenn

Bild(Ag + VX)|pom(x) € Dom(X) (4.8)

und
A Xz —X(Ag+VX)x+V*x=0 firalle z € Dom(X) 4.9)

gilt.
Wir nennen einen dicht definierten Operator X : £ O Dom(X) — $); dagegen
eine schwache Losung der Riccati-Gleichung, falls der Operator abgeschlossen ist und

(y, A1 Xz) — (X "y, Agz) — (X "y, VX)) + (y,V'z) =0 (4.10)
fiir alle y € Dom(X™) und x € Dom(X) erfiillt.

Die obige Definition findet man in dieser Art in [KMMO3]. Ebenfalls wird dort
das folgende Theorem bewiesen, welches die Aquivalenz der beiden Losungsbegriffe
zeigt, wenn man abgeschlossene Operatoren betrachtet.

Theorem 4.11. Es gelte Voraussetzung 4.9 und X : $y O Dom(X) — $; sei ein
dicht definierter und abgeschlossener Operator. Dann ist X genau dann eine starke
Losung der Riccati-Gleichung, wenn X eine schwache Losung ist.
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Beweis. Wir wihlen X : £y O Dom(X) — $; als dicht definierten, abgeschlosse-
nen Operator.

Nehmen wir an, dass X eine starke Losung der Riccati-Gleichung ist. Dann gilt fiir
alle z € Dom(X) und y € Dom(X™*) die Gleichung:

<y,A1Xﬂj‘ —X(A(] +VX)$—|—V*1'> =0

Daraus folgt direkt, dass auch (4.10) erfiillt ist, sodass X eine schwache Lésung der
Riccati-Gleichung ist.

Ist andererseits X eine schwache Losung und z € Dom(X), so konnen wir die
Gleichung (4.10) folgendermaBen ausdriicken:

(y, iXx + V) = (XTy, Apx + VXz) .

Aus dieser Gleichung folgt direkt mit der Definition des adjungierten Operators, dass
(Ao + VX)z € Dom(X™*) gilt. Da X nun ein abgeschlossener Operator ist, gilt
X* = X = X und daraus folgt gemif obiger Gleichung:

(Ao +VX)zr € Dom(X) und 41 Xz + Ve = X(Apz + VX)x.
Dies bedeutet, dass X ist eine starke Losung der Riccati-Gleichung ist. O

Betrachtet man den Blockoperator B mit unbeschrinkten Eintrdgen, so ist es sinn-
voll noch andere Losungsbegriffe zu betrachten. Da in dieser Arbeit alle Koeffizienten
beschrinkte Operatoren darstellen, werden wir hauptsichlich den oben definierten
Begriff der starken Losung verwenden. Wir werden gleich zeigen, dass die starken
Losungen der Riccati-Gleichung mit gewissen B-invarianten Unterriumen zusam-
menhéngen. Diese wollen wir nun definieren.

Definition 4.12 (Graphen-Unterraum). Es sei X : $p 2 Dom(X) — $); ein dicht
definierter Operator. Der lineare Unterraum des Hilbertraumes $), gegeben durch

G50, X):={zeN| z=20® Xy, 29 € Dom(X)} , (4.11)

heiBt der Graphen-Unterraum von $) bezogen auf (£, X ). Wir werden abkiirzend
von dem Graphen von X sprechen.

Betrachten wir analog einen dicht definierten Operator Y : 1 O Dom(Y) — $o,
so verstehen wir unter dem Graphen-Unterraum von $) bezogen auf ($1,Y) den
Unterraum

GH,Y)={zeHn|z=Yr1®dx1, v1 € Dom(Y)} . (4.12)
Auch hier werden wir kurz von dem Graphen von Y sprechen.

Man beachte, dass die Definition des Graphen-Unterraums mit der Identifizie-
rung Hy X H1 = Ho G H1 genau dem Graphen G(X) aus Definition 4.2 entspricht.
Demnach ist fiir einen abgeschlossenen Operator der Graphenunterraum G ()9, X)
abgeschlossen und es gilt sogar

G(H0, X)) =G(H1,—X").

Nun zeigen wir den Zusammenhang zwischen Losungen der Riccati-Gleichung und
den zugeordneten Graphenrdumen.
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Theorem 4.13. Wir nehmen Voraussetzung 4.9 an. Es sei X : 9 2 Dom(X) —
ein dicht definierter Operator, welcher nicht notwendigerweise beschrdinkt oder ab-
geschlossen sein muss. Dann ist der Operator X genau dann eine starke Losung
der Riccati-Gleichung, wenn der Graphen-Unterraum G($o, X ) invariant unter dem
Operator B ist.

Beweis. Der Beweis ist in [KMO5] zu finden und iiberraschend kurz:
Der Graph von X ist genau dann invariant unter dem Operator B , wenn

B(z® Xz) = (Apz +VXz)d (Ve + A1 Xz) € G(Ho, X)

fiir alle z € Dom(X) gilt. Diese Bedingung ist indessen genau dann erfiillt, wenn
sowohl (Ao +V X)z € Dom(X) als auch V*x + A; Xx = X (Agz + V X ) fiir alle
x € Dom(X) erfullt ist. O

In Kapitel 5 werden wir Losungen der Riccati-Gleichung unter Annahme eines
endlichdimensionalen Hilbertraumes §); konstruieren. Das obige Theorem besagt,
dass zum Beispiel Eigenrdume zu Eigenwerten des Operators B als Ausgangspunkt
fiir die Konstruktion angenommen werden konnen. Man versucht demnach einen
B-invarianten Unterraum zu konzipieren und zeigt dann, dass es sich um einen
Graphenunterraum handelt, um so eine starke Losung der Riccati-Gleichung zu finden.

Nun mochten wir hier ein kurzes Beispiel demonstrieren, in dem beide Hilbertriume
unendlichdimensional sind. Dieses findet sich in dieser Form in [KMMO3] und zeigt
die Existenz von unbeschrinkten Losungen.

Beispiel 4.14. Es sei der Hilbertraum § = $9 ® $; durch £y = $; = L%((0,1))
gegeben. Weiterhin sei M der Multiplikationsoperator auf L2((0, 1)), d. h. es gilt

(M[) (@) =t f(t) (4.13)

fiir t € (0,1) fast iiberall. Der selbstadjungierte Operator B sei beziiglich obiger

Zerlegung gegeben durch
~-M M?
B= <M2 M) ) 4.14)

Somit schreibt sich die Riccati-Gleichung fiir diesen Fall:

MX +XM—-XM*X+M?=0. (4.15)

Um Losungen zu finden nehmen wir als Ansatz einen Multikationsoperator mit
einer messbaren Funktion ¢ an, denn dann ergibt sich fiir letztere die Gleichung

(—t2(g()* +2tg(t) +*) f(t) =0 f.i. (4.16)
Diese wird von der unbeschrinkten Funktion g(t) = —1 (1 +V1+ t2> erfiillt,
sodass wir eine unbeschrinkte starke Losung der Riccati-Gleichung gefunden haben.

In der Verodffentlichung [KMMO3] beschreiben V. Kostrykin, K. A. Makarov und
A.K.Motovilov ein geometrisches Kriterium fiir die Existenz von starken Losun-
gen der Riccati-Gleichung. Insbesondere geben sie eine Bedingung an, wann ein
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B-invarianter Unterraum ein Graphenunterraum zu einer unbeschrinkten Losung
darstellt.

Das nédchste Theorem entnehmen wir eben dieser Verdffentlichung. Es charakteri-
siert Graphenunterrdume mit Hilfe orthogonaler Projektionen.

Theorem 4.15. Der Hilbertraum $) sei orthogonal zerlegt in zwei abgeschlossenen
Unterriumen

H=9H DN

und es sei P € L($) die orthogonale Projektion auf $). Weiterhin sei U ein ab-
geschlossener Unterraum von $) und Q € L($) die orthogonale Projektion auf
diesen. Dann ist der Unterraum U genau dann ein Graphenunterraum zu einem dicht
definierten abgeschlossenen Operator X : 9 2 Dom(X) — $1, wenn

{xeH| Pr=x, Qx =0} ={0}
{zeH| Pr=0, Qx =z} = {0}

gilt.
Beweis. Dies ist ein Spezialfall von Theorem 3.2 aus [KMMO3]. O

Eine Anwendung dieses Theorems ist der folgende Satz, welchen wir [KMOS5]
entnehmen. Dieser beschreibt eine besondere Eigenschaft eines Graphenunterraumes,
welcher zu einem nichtabschlieBbaren Operator gehort.

Satz4.16. Es sei $ = $H9D N1 in zwei abgeschlossene Unterrdume orthogonal zerlegt
und X : $Ho 2 Dom(X) — $1 ein dicht definierter und nichtabschliefSbarer Operator,

d. h. G($9o, X) ist ein abgeschlossener Unterraum, aber kein Graphenunterraum mehr.
Dann enthiilt G($)g, X) ein nichtverschwindendes Element orthogonal zum Raum $).

Beweis. Wir verwenden hier die Ideen von [KMOS5, Proposition 2.1].

Nehmen wir an, dass sowohl G($)9, X) kein nichtverschwindendes Element or-
thogonal zu £ enthélt als auch umgekehrt $y kein nichtverschwindendes Element
orthogonal zu G($), X) enthilt. Dann folgt aus Theorem 4.15, dass G($)o, X ) der
Graphenunterraum eines abgeschlossenen Operators ist. Dies wiirde also bedeuten,
dass X abschlieBbar ist, was der Voraussetzung widerspricht.

Nehme wir nun an, dass die zweite Moglichkeit zutrifft, d. h. es gibt ein xg € $g
orthogonal zu G ()¢, X ). Daraus folgt

(x0® 0,2 ® Xx)5 = (x0,7), =0 firallez € Dom(X) .

Da Dom(X) eine dichte Menge ist, folgt somit auch xg L £, d.h. zp = 0.
Somit kann nur die erste Moglichkeit eintreten und dies bedeutet, dass es ein
Element 0 # y € G($)p, X) gibt mity L $o O

Theorem 5.3 in [KMMO3] beschiiftigt sich mit sogenannten spektralen Unterrdumen
und zeigt den Zusammenhang mit schwachen Losungen der Riccati-Gleichung und
deren Verhalten im topologischen Raum aller Losungen. Wir werden uns in diesem
Zusammenhang auf die beschrinkten Losungen konzentrieren, sodass das Theorem
folgende leicht verstindliche Form annimmt.
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Theorem 4.17. Es gelte Voraussetzung 4.9. Wir schreiben X}, fiir die Menge aller
beschriinkten Losungen der Riccati-Gleichung. Wir fassen X, C L($0, $1) mit der
Operatornorm als topologischen Raum auf.

Dann ist ein Operator X € X, genau dann ein isolierter Punkt, wenn es eine
Borelmenge A C R mit G($)9, X) = Bild Eg(A) gibt.

Beweis. Wir verweisen auf den Beweis in [KMMO3, Theorem 5.3]. L]

4.3. Algebraische Riccati-Gleichung

Betrachten wir die Voraussetzung 4.9 unter der Annahme, dass der zu betrachtende
Hilbertraum $) endlichdimensional ist, so spricht man meistens von der algebraischen
Riccati-Gleichung, wenn man die Gleichung (4.7) als Identitit fiir Matrizen ansieht.
Man vergleiche dazu die Monographie [LR95].

Selbstverstdndlich bleiben alle Séitze aus dem vorherigen Abschnitt bestehen und
es geniigt beschrinkte Losungen der Riccati-Gleichung zu betrachten. Fiir diesen
endlichdimensionalen Fall mochten wir den Begriff der Riccati-Gleichung ausdehnen:

Voraussetzung 4.18. Der komplexe Hilbertraum ) sei endlichdimensional und or-
thogonal zerlegt in zwei abgeschlossene Unterrdume

H=Hos M . “4.17)

Es sei B € L($9) ein Operator, der beziiglich der o. g. Zerlegung als Blockoperator
dargestellt werden kann:
(A V
B= <W Al) . (4.18)

Dabei sind A(] S ﬁ(f_)o), A1 S ﬁ(ﬁl), V e ﬁ(.")l,f)o) und W € E(f)o,fn) be-
schrankte Operatoren. Wir identifizieren immer 9 = C™ und $1 = C" und fassen
alle Operatoren als Matrizen auf.

Unter dieser Voraussetzung verstehen wir unter der algebraischen Riccati-Gleichung
folgende mit dem Blockoperator B assoziierte Gleichung:

A X — XA - XVX+W=0. (4.19)

Man beachte, dass die einzige Anderung zum vorherigen Abschnitt ist, dass wir
auf jegliche Selbstadjungiertheit verzichten. Das wichtige Resultat aus dem letzten
Abschnitt, welches die Eins-zu-Eins-Beziehung zwischen B-invarianten Graphen-
Unterrdaumen und Losungen der Riccati-Gleichung beschreibt, vgl. Theorem 4.13,
bleibt allerdings auch in dieser Situation bestehen.

Wir haben diesen grof3eren Rahmen fiir die algebraischen Riccati-Gleichung ge-
wihlt, um zu zeigen, dass unter diesen Bedingungen kein allgemeiner Existenzsatz
fiir beschrinkte Losungen gelten kann. In der Tat ist die Situation sogar noch viel-
schichtiger, da es vorkommen kann, dass keine Losungen existieren, selbst wenn es
B-invariante Unterrdaumen gibt. Das folgende einfache Beispiel demonstriert dies. Wir
entnehmen es [LR95, Example 7.1.1].
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Beispiel 4.19. Es sei der komplexe Hilbertraum $) = C? @ C? gegeben und der lineare
Operator B : C2 @ C? — C2 @ C? als folgende Blockmatrix definiert:

Die algebraische Riccati-Gleichung assoziiert zur Blockmatrix B lautet in diesem Fall

2 (0 —1
=) 3)

Diese Gleichung hat offensichtlich keine Losung. Ungeachtet dessen ist der Unterraum
C & 0 & C & 0 ein zweidimensionaler B-invarianter Unterraum, aber aufgrund der
veschwindenden zweiten Komponente kein Graphen-Unterraum.

Im nichsten Abschnitt werden wir zeigen, dass die Riccati-Gleichung im selbstad-
jungierten Fall (4.7), d. h. wir nehmen Ap und A; als selbstadjungierte Operatoren an
und setzen W = V*, unter gewissen Voraussetzungen immer Losungen besitzt.

Wenn der Hilbertraum endlichdimensional ist, so garantiert die Bedingung, dass
die Spektren von Ag und B disjunkt sind, die Existenz von beschrinkten Losungen
der Riccati-Gleichung. Man vergleiche dazu das Korollar 5.5 im néichsten Abschnitt.






5. Endlichdimensionale Storungen und Losungen der
Riccati-Gleichung

Dieses Kapitel befasst sich mit einer speziellen Storung eines selbstadjungierten
Operators durch einen Operator von endlichem Rang. Wir werden das singulédre
Spektrum des gestorten Operators durch einen minimalen Tréiger charakterisieren und
dieses in Verbindung zu Losungen der Operator-Riccati-Gleichung bringen.

Mit Hilfe des Punktspektrums des gestorten Operators werden wir beschréinkte
Losungen der Riccati-Gleichung konstruieren und somit die Existenz von Losungen fiir
einen endlichdimensionalen Hilbertraum unter gewissen Voraussetzungen beweisen.

Den Inhalt dieses Kapitels mochte ich als Eigenleistung herausstellen. Die einzige
Ausnahme bildet der Abschnitt iiber die eindimensionale Storung, welcher urspriing-
lich von V. Kostrykin und K. Markarov in [KMO5] veroffentlicht wurde und als we-
sentliche Grundlage fiir das ganze Kapitel dient. Die Darstellung hier unterscheidet
sich hingegen ein wenig von der urspriinglichen Form in [KMO5], da wir einerseits
die eindimensionale Storung als Spezialfall behandeln und wir andererseits etliche
Details ausarbeiten werden.

Die Zerlegung des Hilbertraumes und des Operators ist wie in Kapitel 4 zu verstehen.
Zur besseren Ubersicht fassen wir jedoch die Voraussetzungen fiir diesen Abschnitt
nochmals zusammen.

Generalvoraussetzung 5.1. Es sei A ein beschrdnkter selbstadjungierter Operator
auf dem komplexen separablen Hilbertraum $ und oy C $ ein abgeschlossener
A-invarianter Unterraum. Wir setzen $1 = ﬁé und definieren die selbstadjungierten
Operatoren A; = Alg, fiir i = 0, 1. Der beschriinkte selbstadjungierte Stérungsope-
rator V : ) — §) soll beziiglich der Zerlegung

H=5H &M

nebendiagonal wirken, d. h. Bild(V|g,) € $1 und Bild(V|g,) C $o. Unter diesen
Voraussetzungen betrachten wir den als Blockmatrix dargestellten selbstadjungierten

Operator
o (A V . (0 V
B._A+V—<V* A1> mth—<V* 0) ;

wobei V ein beschrinkter Operator von $1 nach ) ist.
Wir nehmen zusdtzlich an, dass der Hilbertraum $1 endlichdimensional ist, d. h.
wir konnen diesen folgendermaflen identifizieren:

5 =C".
Das Bild des Operators V sei ein zyklischer Unterraum fiir Ay, d. h.

lin span{A’gv |veBIldV, ke No}

91
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liegt dicht im Hilbertraum $).
Die zum Blockoperator B assoziierte Riccati-Gleichung lautet

A X — XAy - XVX+V*=0. (5.1)

Die oben genannte Generalvoraussetzung ist fiir das ganze Kapitel 5 giiltig und
wird deswegen nicht mehr zusétzlich in Formulierung erwihnt.

Unter der Annahme dim $); = 1 haben V. Kostrykin und K. Makarov in [KMO05]
einen minimalen Triger des singuldren Anteils des Spektralmalles von B gefunden,
der eine einparametrige Familie von Losungen der Riccati-Gleichung charakterisiert.

In dieser Arbeit wird der allgemeine Fall dim $; = n € N betrachtet und es wird
ebenfalls ein minimaler Tréger fiir den singulidren Anteil des Spektralmafles von B
angegeben. Wir finden heraus, dass dieser in dhnlicher Art wie im Fall dim $; = 1
als Hilfsmittel fiir das Auffinden von Losungen der Riccati-Gleichung genutzt werden
kann.

5.1. Ziele und Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden die Hauptergebnisse der Arbeit vorgestellt und es wird fiir
diese durchgehend die Generalvoraussetzung 5.1 angenommen. Es sei nachdriicklich
betont, dass wir niemals fordern, dass die Spektren von Ay und A; getrennt sind,
d. h. es muss keine Spektralliicke existieren. Wir wollen dagegen oft Forderungen an
das Spektrum des gestorten Operators B stellen, um zum Beispiel die Existenz von
Losungen der Riccati-Gleichung zu garantieren.

Wir werden in den folgenden Abschnitten detailliert die niedrigen Dimensionen
n = 1 und n = 2 untersuchen und letztendlich folgendes Theorem beweisen:

Theorem 5.2. Ist die Storung V- € L($1,90) ein Operator vom Rang Eins, d. h.
Bild V ist eindimensional, so gelten folgende Aussagen:
Fiir dim 9, = 1 gilt:
(a) Das Spektrum von B ist immer einfach. Dariiber hinaus, konnen Eigenwerte
von Ag keine Eigenwerte von B sein. Das absolut stetige Spektrum bleibt unter

der Storung invariant und das singuldr stetige Spektrum bleibt unabhdngig
von der Storung beschrdnkt. Es gilt 05.(Ag) U 04c(Ap) 2 05(B).

(b) Ist das singuldre Spektrum von B nicht leer;, so existieren immer starke Lo-
sungen der Riccati-Gleichung. Demzufolge ist die Existenz von Ldsungen
gesichert, wenn $) endlichdimensional ist.

Fiir dim $; = 2 gilt:

(c) Falls Ay ein einfaches Spektrum besitzt und Bild V'* ein zyklischer Unterraum
fiir Ay ist, so liegt auch fiir B ein einfaches Spektrum vor.

(d) Besteht das Punktspektrum von B mit Vielfachheiten gezihlt aus mindestens
drei Elementen, so existiert eine beschrdnkte Losung der Riccati-Gleichung.

Beweis. Siehe Abschnitt 5.5 und Abschnitt 5.6. O
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Insbesondere kénnen wir fiir n < 2 den folgenden Existenzsatz fiir beschrinkte
Losungen der Riccati-Gleichung im rein endlichdimensionalen Fall angeben.

Korollar 5.3. Fualls der Hilbertraum $ = $Ho®$H1 endlichdimensional ist, dim 1 < 2
und dim Bild V' = 1 gilt, so hat die Riccati-Gleichung mindestens eine beschrinkte
Losung.

Betrachtet man nun beliebige Storungen und beliebige endliche Dimensionen des
Hilbertraumes 31, so werden wir folgende Aussagen tiber Losungen der Riccati-
Gleichung beweisen.

Theorem 5.4. Es gelten folgende Aussagen:
(a) Das Spektrum von B hat maximal die Multiplizitit n = dim $).

(b) Wenn es einen Eigenwert von B mit maximaler Vielfachheit n = dim $; gibt,
so hat die Riccati-Gleichung mindestens eine beschrinkte Losung.

(c) Wir setzen voraus, dass die Differenz der Punktspektren o,(B) \ 0,(Ag) mit
Vielfachheiten gezdhlt aus mindestens n Elementen besteht und die zugeho-
rigen Eigenvektoren zusammen mit $Ho B 0 C $ den endlichdimensionalen
Hilbertraum 0 & $1 C 9 aufspannen. Dann hat die Riccati-Gleichung (5.1)
mindestens eine beschrinkte Losung.

Beweis. Siehe Lemma 5.12, Abschnitt 5.7 und Abschnitt 5.8. O

Insbesondere resultiert aus diesem Theorem die folgende Existenzaussage fiir
Losungen der Riccati-Gleichung im endlichdimensionalen Fall.

Korollar 5.5. Falls der gesamte Hilbertraum $) endlichdimensional ist und die Spek-
tren von B und A disjunkt sind, so hat die Riccati-Gleichung mindestens eine be-
schrdnkte Losung.

Beweis. Ist der Hilbertraum endlichdimensional, so gibt es eine Basis aus Eigenvekto-
ren von B und Teil (c) in Theorem 5.4 liefert die Behauptung. O

Das Hauptresultat aus [KMO5] beschreibt fiir den Fall, dass dim $); eindimensional
ist, die Existenz einer einparametrigen Familie von nichtabgeschlossenen invarianten
Teilrdumen des Operators B, wenn das singulir stetige Spektrum von B nicht leer
ist. Dieses Ergebnis kann unter zusitzlichen Voraussetzungen auch auf den Fall
ausgedehnt werden, dass dim $); beliebige endliche Dimension besitzt.

Theorem 5.6. Es sei n = dim $)1 € N und Sy, die Menge der Eigenwerte von B.
Dann existiert ein minimaler Triger Ss des singuldren Anteils des SpektralmafSes von
B derart, dass

Sy = {)\ € R | Es existiert ein y\ € $; \ {0} mit

(5.2)

(A1 = Ayr = Tim V*(dg = A = iz) "'V |
e—0t
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eine Teilmenge von S ist, die zur Konstruktion von starken Lésungen der Riccati-
Gleichung benutzt werden kann. Wir schreiben K, := Ss N Sy, fiir die Menge der
Eigenwerte und K. := S, \ Spp-

Ist (A,...,\n) C gs ein n-Tupel reeller Zahlen, die so gewdhlt sind, dass die
nach Gleichung (5.2) ausgewdhlten Vektoren (yy,, . . .,yx, ) linear unabhiingig sind,
so schreiben wir

A= (<)\1; y)\1)7 te <)\7“ y)‘n))

und es gilt:

(a) Es gibt einen dicht definierten Operator Xy : $p 2 Dom(Xp) — 91, der
eine starke Losung der Riccati-Gleichung (5.1) ist.

(b) Gibteseink € {1,...,n} mit \y € K, so ist der Unterraum G($o, X5)
nicht abgeschlossen in $), wobei X, : $9 2 Dom(Xy) — 91 ein nicht-
abgeschlossener dicht definierter Operator ist, der eine starke Losung der
Riccati-Gleichung ist.

(c) Gilt (M1, ,A\p) € Kpp, soist G($o, Xa) ein abgeschlossener Unterraum
der Kodimension n in $), wobei X : 9 — 91 ein beschrinkter Operator ist,
welcher die Riccati-Gleichung lost.

(d) Gilt (M1, , ) C Kpp und sind die Eigenwerte entsprechend ihrer Viel-
fachheit in A vertreten, so ist X ein isolierter Punkt in der Menge aller
beschrdnkten Losungen der Riccati-Gleichung beziiglich der Operatornorm-
topologie.

Beweis. Siehe Abschnitt 5.8. O

5.2. Konstruktion einer Herglotzfunktion

Es wird sich als d@uferst niitzlich herausstellen, eine matrixwertige Herglotzfunktion
zu finden, deren zugeordnetes Borelmal} dquivalent zum Spektralmal} £'g ist. Man
kann so die Aussagen aus Kapitel 2 auf das Spektralmal} des Operators B anwenden
und minimale Triger der einzelnen Anteile der Lebesguezerlegung von E'g angeben.

Die folgende Blockzerlegung findet man in dhnlicher Art z. B. in [Tre08] und basiert
auf der sogenannten Schur-Zerlegung.

Lemma 5.7. Die Resolvente (B — 2)~! hat fiir jede komplexe Zahl z € C, die
Blockdarstellung
_ Roo(z) R()l (Z))
B-2)!= 53
(B -2) <R10(Z) Ru1(2) 69

beziiglich der Zerlegung $ = o D 91 des Hilbertraumes. Die Koeffizienten des
Blockoperators sind lineare Operatoren Rji(z) : i, — $; fiir j,k = 0,1 und
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erfiillen:
Roo(2) = [(Ao—2) = V(A1 = 2) V] (5.4)
Roi1(2) = — Roo(2)V (A — 2)7! (5.5)
Rlo(z) = — (Al — Z)_lv*Roo(Z) (56)
Rii(2) = (A1 — 2)7 4+ (A1 — 2)"'W*Rpo(2) V(A — 2)7 L. (5.7)

Beweis. Die Resolvente (B — z)~! ist fiir jede komplexe Zahl z € C, wohldefiniert
und die obige Blockdarstellung kann elementar nachgerechnet werden. Dies werden
wir nun explizit vorfiihren.

Wir wihlen ein z € C beliebig aber fest und definieren den linearen Operator
S : Ho — Ho durch

S = (AO — Z) — V(A1 — Z>_1V* .

Wir werden nun zeigen, dass dieser Operator bijektiv ist.
Fiir ein beliebiges = € $o mit ||x|| = 1 betrachten wir den Imaginérteil von (z, S z)
und erhalten

Im (z,S z) = —Im (z, (z — Ag)z) —Im (2, V(A; — 2)'V*2) < -Tm 2.

Hier haben wir die Eigenschaften der zwei skalaren Herglotzfunktionen benutzt und
die Gleichheit Im (x, (z — Ag)z) = ||z|*Im z fiir = € C verwendet. Die Rechnung
zeigt, dass der numerische Wertebereich von S einen strikt positiven Abstand von der
reellen Achse hat, sodass 0 ¢ o(.S) gilt. Der Operator S ist demnach stetig invertierbar.

Wir bezeichnen die Inverse von S mit Ryo(z) und definieren die weiteren Opera-
toren Ro1(z), R10(z) sowie R11(z) durch die Gleichungen (5.5) — (5.7). Wir zeigen
nun, dass der Blockoperator

_ (Roo(2) Roi(2)
R(Z)_<R10(z) Rll(z)>

die gesuchte Resolvente ist, d. h. dass R(z)(B — z) = I gilt. Die Richtigkeit dieser
Aussage kann mit folgender Rechnung nachvollzogen werden:

<R00(2’) R01(2)> (Ao —Z V > _

Rlo(z) RH(Z) 1% A1 —z

_ (Roo (Ao —2) = V(A1 —2)"'V*] Roo [V = V(A1 —2) (A1 - Z)})
(A1 — Z)_l [V* — V*Ro()S] (A1 — Z)_I(Al — Z)

_ IJ’JO 0
N0 Iy /)
Somit ist die Blockzerlegung der Resolvente gezeigt. 0

Mit Hilfe dieser Blockzerlegung der Resolvente werden wir nun eine matrixwertige
Herglotzfunktion definieren, die sich als niitzlich erweisen wird, da das zugeordnete
verallgemeinerte matrixwertige BorelmaB} die gleichen Nullmengen wie das Spektral-
mal} Fg besitzt. Dies wird spéter bewiesen werden.
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Satz 5.8. Die operatorwertige Funktion M : C; — L($1 @ $1), definiert durch

M(z) = (‘g Igl)*(B—z)l <‘g 121> , (5.8)

ist eine matrixwertige Herglotz-Funktion. Dabei identifizieren wir iiblicherweise den
Wertebereich L(1®$1) = L(C?") = C?*2", Man beachte, dass die Blockmatrizen
in Gleichung (5.8) beziiglich der beiden Zerlegungen $1 ®$1 und HDH1 zu verstehen
sind.

Des Weiteren hat M (z) beziiglich der orthogonalen Summe $1 @ $1 die Blockdar-

stellung:
(Moo Moy
M(z) = (MIO M11> . 5.9

Die Eintrdge sind lineare Operatoren von $1 nach 1 und erfiillen:

Moo(2) = [T=V* (Ao —2) " W(A —2) 1] V*(4o—2)"'V  (5.10)
Myi(z) = — Myg(Ay — )71 (5.11)
Mio(z) = — (A1 — 2) "My (5.12)
My (2) = [(A1—2) = V*(Ag—2) V] . (5.13)

Beweis. Es gilt, dass die Funktion M : Cy — L($; © $;) = L(C?) = C?x2n
analytisch ist, da dies bekanntlich auch die Resolvente (B — z) ™1 ist. Der Imaginirteil
der matrixwertigen Funktion berechnet sich leicht mit Hilfe der ersten Resolventen-
gleichung

B-2)'-B-2)'=:-2)B-2)'B-2)"!

und fiihrt zu

Im M(z2) = % (M(z) — M(2)")

e[ ) e )]

Dies bedeutet, dass fiir ein beliebiges € C** = C* @ C" und z € C,.

([T M(2)z) = Tm = <(B ) (‘g I;) 2 (B—2)! <‘g 12) :17> >0

gilt. Hier steht (-|) fiir das Standardskalarprodukt in C2* und (-, -) fiir das Skalarpro-
dukt im Hilbertraum $). Weiterhin erfiillt die Blockzerlegung von M mit Hilfe der
Darstellungen aus den Gleichungen (5.4) — (5.7) Folgendes

e <V*R00V V*Rm)
R0V Ri1 ’

wobei wir das Argument z € C* zur Ubersicht weglassen. Aus der Darstellung von
Rgo und der Gleichung

I, = (Ap — z)™1 [(Ag —z)— V(A — z)*lv*] + (Ag — 2)" V(A — 2) "tV
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erhalten wir durch Multiplikation mit Ry von rechts
Roo = (Ag — 2) 7+ (Ag — 2) 'V (A4 — 2)"'WV*Ryo .

Multiplizieren wir nun V* von links und V' von rechts, so erhalten wir nach Umfor-
mungen

[Ifn - V*(Ao - Z)_IV(Al - Z)_l] MOO == V*(AO - Z)_IV .

Die Darstellungen von My, und Mo ergeben sich direkt und M, folgt aus der
folgenden kurzen Rechnung

In, = [T, = V¥ (Ao — 2) V(A1 — 2) ] + V(Ao — 2) 'V (4 — 2) !
= [1-61 — V*(Ag — Z)_1V(A1 — Z)_l] (1551 + M()()(Al — Z)_l)
= [(Al — Z) — V*(Ao — Z)_IV] ((Al — Z)_l + (Al — Z)_lMoo(Al — Z)_l) s

sodass der Satz bewiesen ist. O

Man beachte, dass man mit Kombination der beiden Gleichungen (5.10) und (5.13)
auch
Moo(z) = (A1 — 2) M1 (2)V*(Ag — 2) 'V (5.14)

erhilt. Dies werden wir nun verwenden, wenn wir die Spur der matrixwertigen Her-
glotzfunktion berechnen. Die Spurbildung liefert uns nach Kapitel 2 eine skalare
Herglotzfunktion, die wir im Weiteren genauer betrachten mochten. Die Kommutativi-
tit der Spurabbildung erlaubt es uns die Multiplikation mit der inversen Matrix als
Quotient zu schreiben. Dies verkiirzt vor allem gréere Formeln.

Satz 5.9. Es gilt fiir die Spur der Herglotzfunktion M :

No(2)Ni(2) — I,

trM(z) = tx No(z) + N1(z)

(5.15)

Hierbei sind No(z) := V*(Ag — 2) "'V und N1(2) := —(A; — 2) ebenfalls matrix-
wertige Herglotzfunktionen.

Beweis. Man verwendet die Tatsache, dass die Spur der Blockmatrix die Summe der
Spuren der Diagonalen ist und erhélt

tr M (2) = tr Moo(2) + tr M1 (2) "2 tr [—Mi1(2)No(2) Ny (2)] + tr My (2)
= tr [M11(2) (I, — No(2)N1(2))] -

Das Einsetzen von /77 mit Formel (5.13) liefert die Behauptung. O

Im nichsten Satz mochten wir eine Darstellung des Operators V' bzw. V* angeben,
die sich sofort ergibt, wenn wir den Hilbertraum $); mit C™ identifizieren. Fiir den
Fall n = 1 gilt selbstverstindlich V' (\) = Av fiir ein v € $( und demnach ebenfalls
V*(z) = (v,x)g,, vgl. dazu auch [KMOS5]. Dies lésst sich nun fiir den Fall n € N
leicht verallgemeinern.
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Satz 5.10. Der lineare Operator V : $1 — $o hat mit der Identifizierung $H; = C"
die Form

V)= Mvi, A=A, M) €C” (5.16)
i=1
mit v; € g fiiri = 1,...,n. Fiir den adjungierten Operator V* : 9 — 91 gilt
V(@) = (v, 7)506 (5.17)
i=1

wobei e; fiir den i-ten Standardeinheitsvektor in C™ steht.

Beweis. Die Darstellung von V ist gewohnliche lineare Algebra. Die Darstellung von
V* sieht man aus folgender Gleichung, wobei x € £ und A € C",

A>.

Die runde Klammer steht wie immer fiir das Standardskalarprodukt in C”. O

(@, V(N))ay = Y (i w)g i = (Z(vi,x>50ei

i=1 =1

Wir werden in expliziten Rechnungen $); durchgingig mit C" identifizieren und mit
der Standardbasis ausriisten. Alle linearen Abbildungen in $3; sind dann als Matrizen
beziiglich dieser Basis zu verstehen. Eine wichtige Matrixdarstellung méchten wir
kurz festhalten:

Bemerkung 5.11. Fiir jedes z € C, gilt
(V*(A0 = 2)7'V) ;= (vi, (Ao — 2) "1vj)s5,
wobei v; € H fiir¢ = 1,...,n nach Satz 5.10 gewéhlt sind.

In [KMOS5] wurde bewiesen, dass im Falle n = 1 das Spektrum des gestorten
Operators B immer einfach ist. Das folgende Lemma verallgemeinert dieses Resultat
auf beliebige endliche Dimensionen n des Hilbertraumes $; und zeigt, dass die
maximale Multiplizitdt des Spektrums durch die Dimension von §); beschrinkt bleibt.

Lemma 5.12. Der Raum 0 & 91 C Ho D 91 ist ein zyklischer Unterraum fiir den
Operator B. Insbesondere ist die Multiplizitit des Spektrums von B nicht grofler als
dim $)1 = n.

Beweis. In diesem Beweis setzen wir £ = C". Wir konnen ohne Einschrinkung die
Standardbasis (e;) des C™ und A; als Diagonalmatrix beziiglich dieser Basis wihlen.
Weiterhin wihlen wir die Darstellungen der Operatoren V' und V* aus dem Satz 5.10.

Nach der Voraussetzung, dass Bild V' ein zyklischer Unterraum fiir den Operator
Ay ist, ist demnach

lin span{v; ©0, 0 e; € H D H1 | 1 <i < n}

ein zyklischer Unterraum fiir B. Offensichtlich kénnen wir in dieser Menge v; & 0
durch v; @ Aje; ersetzen, sodass die lineare Hiille ein zyklischer Unterraum fiir B
bleibt. Da nun aber B(0 @ e;) = v; @ A;e; gilt, ist sogar schon der Raum

linspan{0 @ e; € Ho@®H | 1<i<n}=0pC"

ein zyklischer Unterraum fiir B. O
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In dieser allgemeinen Formulierung ist diese Grenze an die Multiplizitit wirklich
scharf, wie wir spiter an passenden Beispielen demonstrieren werden.

Wie vorher angekiindigt, zeigen wir nun den Zusammenhang zwischen der kon-
struierten Herglotzfunktion und dem Spektralmall von B. Es sei daran erinnert, dass
das BorelmalBl zur matrixwertigen Herglotzfunktion M und das Borelmal} zur der
skalaren Herglotzfunktion tr M nach Satz 2.19 dquivalente MaBe sind. Aus diesem
Grund kénnen wir uns auf die skalare Herglotzfunktion und das zugeordnete positive
Borelmaf} beschrinken:

Theorem 5.13. Die Herglotzfunktion

[+ (A — 2)VH(Ag — )71V
o(z) = tr [ ﬁ(Al )~V (Ag — 2) 1V

] mit z € Cy (5.18)

hat die Darstellung

6(2) = / L), (5.19)

t—=z
wobei w ein positives Borelmaf3 mit kompaktem topologischem Triger auf R ist.

Dariiber hinaus besitzen w und Eg die gleichen Nullmengen und sind in diesem Sinne
dquivalente Mape.

Beweis. Wir definieren mit Hilfe des Spektralmafles F'g von B ein operatorwertiges
Borelmaf 2 mit Werten in £($); & $1) durch

=5 () 5)

fiir jede Borelmenge A C R. Es ist offensichtlich Q(A) > 0 fiir jede beliebige
Borelmenge A erfiillt. Durch Spurbildung

w(A) :=trQ(A)

erhilt man ein positives Borelmal} w, welches nach Satz 2.19 sogar dquivalent zum
MaB ) ist.
Es gilt nun

[#2-( n) [mo(s 5)

¢ Yoy 2w

Dies bedeutet, dass die £($)1 @ $1)-wertige Herglotzfunktion aus Satz 5.8 das zuge-
ordnete operatorwertige Mal €2 besitzt. Demnach folgt abermals aus Spurbildung

tr M(2) :/dw(t) .

t— =z

In Satz 5.9 wurde die Spur von M berechnet und wir erhalten:

trM(z) = tr [fm + (A1 — )V (4 — z)1V]

(A1 —2) = V*(Ap — 2)~1V =)
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Insgesamt ist ¢ eine skalare Herglotzfunktion mit zugeordnetem Borelmal} w.

Nun zeigen wir die Aquivalenz von w und Fg. Dass aus EFg(A) = 0 auch
w(A) = 0 folgt, ist offensichtlich nach der Definition von w richtig. Es sei nun
A eine Borelmenge mit w(A) = 0. Ausgeschrieben bedeutet dies fiir die Spur:

n

n
0=> (v;®0,Es(A)v; ®0) + Y (0 e;, EB(A)0De;) .
i=1 =1
Folglich muss hier jeder Summand verschwinden. Somit erkennen wir, dass auch
(0@ e;, EB(A)0 @ e;) = 0 fiir alle 1 < ¢ < n gilt. Das vorherige Lemma 5.12 in
Kombination mit Satz 3.23 zeigt nun Eg(A) = 0. O

Es sei an Kapitel 3 erinnert, in welchem maximale Spektralvektoren behandelt
wurden. Es ist nach diesem Kapitel bekannt, dass jeder selbstadjungierter Operator B
einen maximalen Spektralvektor besitzt, zu welchem ein positives spektrales Mal3 p
gehort. Das obige Theorem zeigt letztendlich, dass die MaBie w und p dquivalent sind.
Die Aufspaltung des Spektrums von B in die Anteile

0(B) = 04c(B) 4 05.(B) + 0pp(B)

kann folglich auch iiber das MaBl w berechnet werden.
Wir zerlegen das zu betrachtende Mal} w mit dem Lebesgueschen Zerlegungssatz
in die liblichen Anteile:

W = Wge + Ws = Wace + Wse + Wpp -

Nehmen wir an, dass das singuldre Spektrum des Operators B nicht leer ist, so ist
auch der folgende minimale Triger des Anteils w; nicht leer:

Satz 5.14. Die Menge

Ss 1= So U S mit

So = {)\ eR lim det [(Al — A= ’L'6) — V*(AD . i€)_1V] = 0}
e—0t
SW = {)\ €R| lim det [(A1 — X —ig) — V*(Ag — A —ie)"'V] € C\ {0},
e—>

V(o = 2= )17 % oo

lim [det(A; — A —ie) — V*(Ag — A —ie) " 'V| = o0,
e—0t

e—0t }
— 0

CICUE= {)\ER

H (A1 =X —ig) = V* (Ao — A — ig)—lv]—1‘

Seo =S U SR

ist ein minimaler Tréger von ws.
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Beweis. Dies ist nur eine Umformulierung des Satzes 2.28. Bezogen auf diesen Satz
entspricht Sy der Menge S} und es gilt S, = S? U S3. Die Minimalitit des Trigers
ist auch in dieser Formulierung durch Theorem 2.22 Teil (c) gesichert. O

Diese Aufspaltung ist sehr interessant und wichtig, da die Elemente von Sy in
einem gewissen Sinne direkt fiir die weitere Betrachtung zur Verfiigung stehen, die
Elemente von S, indessen genauer unterschieden werden miissen. In Abschnitt 5.4
werden wir darauf zuriickkommen. Es wird sich herausstellen, dass die Menge S, im
eindimensionalen Fall immer leer ist, aber es schon fiir n = 2 einen Beitrag von S
geben kann.

5.3. Implizite Losung der Riccati-Gleichung

In diesem Abschnitt werden wir eine implizite Losungsformel der Riccati-Gleichung
vorstellen. Dazu verwenden wir den Spektralsatz um mit L?-Funktionen arbeiten zu
konnen. Fiir die Losung werden wir letztendlich eine Integralformel aufstellen.

Nach der Generalvoraussetzung 5.1 ist die Multiplizitdt des Spektrums von Ag, die
wir ab sofort mit p € N bezeichnen, nicht grofler als die Dimension des Bildes von V,
insbesondere nicht grofer als n := dim $);. Auch die Multiplizitit des Spektrums von
B ist nach Lemma 5.12 durch n beschrénkt.

Nach den Ergebnissen der Spektraltheorie aus Kapitel 3 konnen wir den Hilbertraum
£ als orthogonale Summe

p
ﬁO = @ LQ(R7 m’b)

i=1

schreiben, sodass A( der gewohnliche Multiplikationsoperator mit der unabhéngigen
Variablen ist. Man vergleiche dazu Satz 3.17. Weiterhin kénnen wir die Maie so
wihlen, dass m, < --- < m gilt, d. h. m; gehort zu einem maximalen Spektralvek-
tor von Ay (vgl. Satz 3.18). Aufgrund der absoluten Stetigkeit der spektralen Mafle
existieren somit fiir alle k € {2, ..., p} Funktionen g mit dmy, = g dmj.

Beziiglich dieser Zerlegung des Hilbertraumes £ hat Aq die folgende Blockdar-
stellung

ALY
Ao = ;

Aép)

wobei die linearen selbstadjungierten Operatoren Ag) : L2(R,m;) — L2(R,my)
durch Aél) (f)(t) =t f(t) gegeben sind.

Im Weiteren nehmen wir die Identifizierung $; = C" an, wobei C™ die Stan-
dardbasis tragt. Auch fiir den Operator V' : §; — ¢ konnen wir beziiglich dieser
Zerlegungen einen Blockoperator angeben:

VUit o Vin
V =

'Upl e 'Upn
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Hier sind v;; € L?(R,m;) fiiralle j = 1,...,nund i = 1,...,p. Genauso ist auch

der Operator V* : )5 — $; dargestellt als

(vit,9) o (p1, )

ve=1 o :
<U1m'> <UP7L7'>

Diese Schreibweise ist wie immer als

n p
V(@) =)0 (i, x5) 12(m)€i s & =31 @ @ p € Ho
i=1 j=1

zu verstehen, wobei jeweils 2; € L*(R,m;) und (e;) die Standardbasis von C™ ist.
Weiterhin identifizieren wir den Operator A; direkt mit seiner Matrix beziiglich der
Standardbasis des C”.

Mit diesen Darstellungen wenden wir uns der Riccati-Gleichung zu und konzentrie-
ren uns auf das Auffinden von beschrinkten Losungen dieser. Die Riccati-Gleichung
lautet

A X — XA - XVX+V =0
und X : Hy — $; ist die beschrinkte Losung. Der zu X adjungierte Operator erfiillt
dann auch die adjungierte Riccati-Gleichung

X*A; — A X" - X" V' X "+ V =0. (5.20)

Diese ist in unserem Fall besser zu handhaben, da die Losung X* : $; — £ als
Operator von endlichem Rang als Matrix représentiert werden kann.
Mit den genannten Identifizierungen

p
Ho=EPL*m;) und $H; =C", (5.21)

=1

ist die Matrixdarstellung

* . .
X" = : : )
a’l‘pl DY :L‘pn

wobei hier z;; € L?(R, m;) firi € {1,...,n} und firalle j € {1,...,p} gilt. Neh-
men wir die Punktauswertung dieser Funktionen x; an der Stelle ¢, selbstverstindlich
fast liberall beziiglich m, so definiert dies eine komplexe p x n Matrix, die wir mit

z11(t) -+ zia(t)
r)=| s
wp(t) o wpa(t)
bezeichnen. Analog definieren wir f. ii. die komplexe Matrix
vi(t) - o)
V(t) := : :

vpi(®) o vpl)
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Nun koénnen wir die adjungierte Riccati-Gleichung punktweise fiir m;-fast jeden
Punkt ¢ € R betrachten

X (1) A1 — tX (1) — X () (VFX*) + V() =0,

wobei
P
(Z (vij, Tik) L2 mﬁ) =Y
=1

eine konstante Matrix Y definiert. Somit ergibt sich durch Auflosen der Gleichung
X,(t) = V() (A —t—Y) .

Schreiben wir nun die Skalarprodukte der Matrix Y als Integrale aus und fithren mit
den Radon-Nykodym-Dichten (g;) die Matrix

mgl () - up()gp(t)
W(t) = :
Uln( )91( ) Upn () gp(t)

ein, so erhalten wir folgende Bestimmungsgleichung fiir Y:
Y =V*X~* / W(t) X (t) dmq (t)
/W V(AL —t—=Y) " dmy(t).

Um eine beschrinkte Losung der Riccati-Gleichung zu erhalten, konnen wir demnach
zuerst eine n X n Matrix Y finden, welche die Gleichung

/ WV (A —t —Y) " dmy(t) (5.22)

erfiillt. Die Losung der konjungierten Riccati-Gleichung ist dann durch
X () =V(E) (Y — Ay + )71 (5.23)

punktweise definiert und liefert einen beschriankten Operator X* : $; — $g, dessen
adjungierter Operator die Riccati-Gleichung 16st. Diesen erhilt man durch Setzen von

X*u = (t— X (t)u) € éL2(mi) (5.24)

i=1

fiir u € 9.

Diese implizite Losungsformel ist besonders fiir Stérungen vom Rang Eins inter-
essant, da man dann von einem einfachen Spektrum des Operators A( ausgeht und
man deswegen auf die Radon-Nykodym-Dichten (g;) verzichten kann. Dies wird im
eindimensionalen Fall, sieche Abschnitt 5.5, genauer demonstriert.
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5.4. Berechnung der Eigenwerte

In den weiteren Abschnitten werden wir die Eigenwerte von B benotigen, um be-
schrinkte Losungen der Riccati-Gleichung zu konstruieren. Dabei wird es sehr niitz-
lich sein, diese in Gleichungen fiir die Operatoren Ag, A1 und V' zu charakterisieren.
Hierbei werden wir verschiedene Fille unterscheiden, da nicht alle Eigenwerte zur
Losung der Riccati-Gleichung beitragen konnen. Aus diesem Grund versuchen wir
hier nicht eine moglichst kleine Fallunterscheidung durchzufiihren, sondern eine fiir
spatere Zwecke sinnvolle.

Lemma 5.15. Eine reelle Zahl ) € R ist genau dann ein Eigenwert von B, wenn ein
Vektor 0 £ y € $1 mit

Vy e Bild(4g — A) C (Bild E4,({A})* (5.25)
existiert und eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:
(a) Es gilt X & o,(Ao) mit

(A; =Ny =V* (Ao — Ny, VyeDom((Ag—N)"1).

(b) Es gilt A € 0,(Ag) undy ¢ Kern V' C $1 mit

(A1 — Ny = lim V*(A4g — X\ —ie) " 'Vy.
e—0t

(c) Es gilt X\ € 0p(Ag) Nop(Ar) undy € Kern V' C $1 mit

(A — Ny = lim V*(4g— X —ie)'Vy=0.

e—07*
(d) Es gilt X\ € o,(Ao) mit einem Eigenvektor x € o und

A =Ny = lim V*(Ag— X —ie) 'Vy—V*z.
(

e—0t

Beweis. Eine reelle Zahl ) ist genau dann ein Eigenwert von B, wenn folgende zwei
Gleichungen fiir einen Vektor (0,0) # (yo,y1) € $Ho ® H; erfiillt sind

(Ag = Nyo = —Vuyr, (5.26)
(A1 = Ny1 = —V"yo. (5.27)

Nehmen wir nun zuerst an, dass A € R ein Eigenwert von B ist, dann kénnen nur
zweil Fille auftreten:

1. Fall: Es sei A ¢ 0,(Ap). Dann ist (Ag — A) injektiv und Gleichung (5.26) kann
nach yg umgeformt werden und in (5.27) eingesetzt werden. Man erhilt

(A1 — Ny = V*(Ag — N) 'V

fiir y1 # 0, da nach Gleichung (5.26) genau dann yg = 0 gilt, wenn y; € Kern V.
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2. Fall: Es sei A € o,(Ap), d.h. (Ag — A) ist nicht injektiv. Aus diesem Grund
betrachten wir fiir ein € > 0 und mit Hilfe von (5.26) die folgende Gleichung:

V*(Ag — X —ie) " HAg — Nyo = —V* (A — A —ie) 'V . (5.28)

Wir unterscheiden folgende Moglichkeiten fiir den Vektor yy € $g:
(i): Es gelte yo = 0. Mit Gleichung (5.27) folgt demnach, dass A im Punktspektrum
von Aj liegt und
(A1 =My =0

gilt, wobei wiederum y; # 0 gelten muss. Diese Gleichung entspricht nun genau
Bedingung (c).
(ii): Es gelte nun yo # 0 und yo € Bild E4,({\})*. Dann darf y; nach Gleichung
(5.26) nicht im Kern von V' liegen und weiterhin ist y; € Bild(A4p — \) erfiillt.
Der Grenzwert der linken Seiten von (5.28) kann mit Proposition 3.38 berechnet
werden:
lim V*(Ag — A —ie) 1Ay — Nyo = Vo .

e—07t

Mit Gleichung (5.27) ergibt sich somit die Behauptung aus Bedingung (b).

(iii): Es gelte yo # 0 und yo ¢ Bild E4,({\})*. Dann berechnen wir wie im
vorherigen Fall den Grenzwert

lim V*(Ag — A —ig) " (Ao — Nyo = V(I = Eay({A})wo
e—0t
mit Proposition 3.38. Fiir den Eigenvektor schreiben wir 0 # = = E4,({\})yo und
erhalten dann
(A = Ny1 = lim V*(Ag— X\ —ie) 'Vy, — Ve,
e—0t

Man beachte hier, dass aufgrund von Satz 3.25 der Vektor y; nicht verschwinden kann,
sodass auch Bedingung (d) gezeigt ist.

Es verbleibt nun nur die Riickrichtung zu zeigen. Ist eine der Bedingungen (a), (b),
(c) furein A € R und y € §; erfiillt, so gilt immer y; := y € Bild(Ag — A). Der
Vektor yo € Ea,({\})* wird nun so gewihlt, dass

(Ao — Nyo = =V

erfiillt ist. Mit Verwendung von Proposition 3.38 sind die Gleichungen (5.26) und
(5.27) offensichtlich erfiillt. Insgesamt ist (yo, y1) € $ ein Eigenvektor von B zum
Eigenwert \.

Falls nun Bedingung (d) zutrifft, so verlduft die Argumentation vollkommen iden-
tisch. Einzig und allein bei der Wahl von gy muss der Eigenvektor x € ) beriicksich-
tigt werden. O

Aus den Bedingungen (a), (b) und (c) werden wir starke Losungen der Riccati-
Gleichung konstruieren konnen, wihrend Eigenwerte, die Bedingung (d) erfiillen,
dazu nicht genutzt werden konnen. Nun ist es wichtig zu bemerken, dass selbst fiir
einen endlichdimensionalen Hilbertraum $) alle vier Fille eintreten konnen. Dies
werden wir spéter noch an einigen Beispielen demonstrieren.
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Es sei noch erwihnt, dass die Fallunterscheidung in Lemma 5.15 nur aufgrund der
spateren Betrachtungen eingefiihrt wurde. Selbstverstidndlich lassen sich die verschie-
denen Fille auch zusammenfassen:

Bemerkung 5.16. Eine reelle Zahl A € R ist genau dann ein Eigenwert von B, wenn
ein 0 # y € H; und ein z € Bild E4,({\}) so existieren, dass Vy € Bild(A4g — \)
und

(A; — Ny = lim V*(Ag — A —ie) 'Vy - V*z. (5.29)

e—0t
erfuillt ist.

Wir zeigen nun anhand eines niedrigdimensionalen Beispiels, dass die Bedingungen
(a) und (b) eintreten kdnnen:

Beispiel 5.17. Der komplexe Hilbertraum $) = g @ ;1 sei endlichdimensional mit
$Ho = H1 = C2. Auf diesem ist der folgende Operator definiert

_ (4 V) _
B_<V* A1>_

Wie man nun leicht berechnen kann, besitzt dieser die ganzzahligen Eigenwerte 0, 1, 2
und 3. Da 0 und 3 nicht im Spektrum von Ag liegen, ist fiir diese die Bedingung
(a) erfiillt. Eine weitere kurze Rechnung bestétigt, dass 1 und 2 die Bedingung (b)
erfiillen.

Wie wir spiter feststellen werden, spielt die Vielfachheit des Eigenwertes eine
wesentliche Rolle beim Auffinden von Lésungen der Riccati-Gleichung, sodass wir
das obige Lemma 5.15 etwas detaillierter formulieren mochten:

Lemma 5.18. Ein A € R ist genau dann ein Eigenwert von B mit mindestens Viel-
fachheit k, wenn es eine Menge von k linear unabhdngigen Vektoren {y(J )} CH
gibt und wenn fiir jeden Vektor y)

Vy) e Bild(Ag — ) C (Bild E4,({A\}))* (5.30)
und eine der folgenden vier Bedingungen erfiillt ist:
(a) Es gilt X ¢ 0,(Ag) und
(A1 =Ny = V(Ao =NV,
und  Vy¥) € Dom((Ag — N)7Y).
(b) Es gilt \ € ,(A) und yU) ¢ Kern V' C §1 mit

(A1 — Ny = lim V*(4g — A —ie) vyl
e—0t

(¢c) Es gilt \ € 0(Ag) Nop(Ar) und 0 # y9) € KernV C $; mit

(A — Ny = lim V*(Ag — X —ie) ' Vyl) .

e—0t+



5.4. Berechnung der Eigenwerte 107

(d) Es gilt \ € o,(Ao) mit einem Eigenvektor x € o und

(A = Ny = lim V*(Ag — X —ie) Wyl — vz,
e—0t

Beweis. Wie auch im Beweis von Lemma 5.15 ist A € R genau dann ein Eigenwert
des Operators B mit mindestens Vielfachheit k£, wenn es linear unabhingige Vektoren

(0,0) # (4§, 4y € 90 @ 9, fiir j = 1,..., k gibt mit:

(Ag — Ny§) = —vy¥ (5.31)
(A — Nl = vy ) (5.32)

Nach Lemma 5.15 existieren genau die genannten vier Moglichkeiten und es
verbleibt nur die lineare Unabhéngigkeit der Menge

{ot o} con

Zu zeigen.

1. Fall: Es gelte A ¢ 0,(Ap). Dann gilt fiir jedes j = 1, ..., k die Gleichung
W = o= 3P

Nehmen wir an, die Vektoren {y%l), . ,ygk)} seien linear abhéngig, so gilte dies
nach obiger Gleichung auch fiir die Eigenvektoren (y(()j ),yy )) € Ho ® 9. Dies
widerspricht jedoch der Voraussetzung an die Eigenvektoren.

2. Fall: Es gelte A € o,(Ap). Wir nehmen an, die Vektoren {ygl), e ,ygk)} seien
linear abhiingig, d. h. es existieren Zahlen «; € R, welche nicht alle verschwinden,
mit

a1y§1) N akyik) —0.

Mit Gleichung (5.31) folgt somit, dass z := aly(()l) +-- '+ozky((]k) ein Eigenvektor zum

Eigenwert A\ € 0,,(Ap) ist. Die zweite Gleichung (5.32) fordert nun, dass V*z = 0
gilt. Aus dieser Bedingung folgt mit Satz 3.25, dass

z = aly(()l) +--~—|—aky(()k) =0

erfiillt ist. Insgesamt wiren die Eigenvektoren (y(()j ), y%j )) € Ho @ H1 linear abhingig,
abermals im Widerspruch zur Voraussetzung.
Die Riickrichtung wurde schon in Lemma 5.15 gezeigt und fiihrt hier auf die

Vielfachheit des Eigenwertes. O

Wir wissen nach Lemma 5.12, dass die Vielfachheit eines Eigenwertes von B
hochstens dim £); = n betragen kann. Daraus ergibt sich die folgende Aussage:

Lemma 5.19. Ein X € R ist genau dann ein Eigenwert von B mit maximaler Viel-
fachheit n, wenn \ ¢ o,(Ao) und

A= A=V*(Ag =NV und BildV CDom((Ag—N)"1)  (5.33)
fiir X erfiillt ist.
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Beweis. Nehmen wir an, dass A € 0,,(Ap) ein Eigenwert von B mit Vielfachheit n
ist. Dann gelten die Fille (b), (c) oder (d) fiir eine linear unabhingige Menge von n
Vektoren /), die den ganzen Raum $); aufspannen. Insgesamt gilt demnach
Hm [tr V(Ao — X —ie)"'V*| < o0,
e—0t

im Widerspruch zu Satz 3.27.

Es muss somit fiir alle 47) Fall (a) eintreten, also insbesondere ist A ¢ o,(Ag). Da
die obigen Vektoren den Hilbertraum $); aufspannen, entspricht die Bedingung (a)
genau der Gleichung (5.33). O

Wie schon vorhin erwéhnt, werden wir in den folgenden Abschnitten die Eigenwerte
von B zur Konstruktion von beschrankten Losungen der Riccati-Gleichung nutzen. Die
Bedingung (d) wird sich aufgrund des nichtverschwindenden Terms V *x als fiir diese
Zwecke sehr hinderlich herausstellen. Das folgende einfache Beispiel demonstriert,
dass solche Eigenwerte ungliicklicherweise schon in niedrigen Dimensionen auftreten.

Beispiel 5.20. Der komplexe Hilbertraum $ = ¢ @ ;1 sei durch $Hy = H; = C2
gegeben. Wir betrachten folgenden linearen Operator B : §) — $:

1

1
(A VY _ 0[1 1

B_<V* A1>_ 1 1]0
1 0

Man erkennt schnell, dass (—1, 1,0, l)T € 9 ein Eigenvektor zum Eigenwert A = 1
ist. Die Gleichung
(A =Ny = lim V*(Ag— X —ie) 'Vy —V*z

e—0t

mity = (0, 1)7 fithrt auf V*x = (—1,0)7.

5.5. Der eindimensionale Fall

Wir présentieren nun zuerst den einfachen Fall der eindimensionalen Stérung, wie
er in [KMO5] behandelt wurde, wobei wir allerdings viele Details ausfithren werden.
Es wird sich herausstellen, dass sich tatsdchlich Losungen der Riccati-Gleichung
finden lassen und zwar sowohl beschrinkte wie unbeschrinkte, solange das singulére
Spektrum des Operators B nicht verschwindet.

Ist der Hilbertraum $); eindimensional, d. h. es gilt n = 1, so kann der unendlichdi-
mensionale separable Hilbertraum $)q als L2(R, m) dargestellt werden, wobei m ein
Borelwahrscheinlichkeitsmal} mit einem kompakten topologischen Tréger ist , sodass
Ag der Multiplikationsoperator ist:

(A()J?())(t) = tl’o(t) , o € f)(] .

Der lineare Operator A; ist die Multiplikation mit einer reellen Zahl a; € Rund V'
hat nach Satz 5.10 die Form V' (\) = Av fiir ein bestimmtes v € $)¢. Der adjungierte
Operator hat dann folgende einfache Form

V5= (v )5 -
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Vergleiche dazu auch den Spektralsatz aus Theorem 3.11, welcher unter anderem
besagt, dass v € g = L? (R, m) eine konstante Funktion ist, d. h. es gilt

v(t) = ||v| firallet € R .

Zur besseren Ubersicht formulieren wir die wichtigsten Aussagen der allgemeinen
Betrachtung aus dem Abschnitt 5.2 nochmals fiir den eindimensionalen Fall.

Lemma 5.21. Es sei dim $H1 = 1. Dann ist 0 ® 1 € Ho D 91 ein zyklischer Vektor
fiir den Operator B. Insbesondere hat B ein einfaches Spektrum.

Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma 5.12. O

Theorem 5.22. Es sei dim $1 = 1. Dann hat die Herglotzfunktion

_ 1+ (a1 — 2){v, (A9 — 2)"1v)
(a1 —2) — (v, (Ag — 2)~ )

o(2) mit z € C4 (5.34)

die Darstellung

o(z) = / ; i . dw(t) (5.35)

wobei w ein positives Borelmaf; mit kompaktem topologischem Triger auf R ist.
Dariiber hinaus ist B unitdr dquivalent zum Multiplikationsoperator auf L*(R, w).

Beweis. Dies folgt alles aus Theorem 5.13, wobei man fiir die letzte Aussage beachten
sollte, dass das spektrale MaB p := (0 & 1, Eg(-) 0 @ 1) dquivalent zu w ist. Aus
Lemma 3.21 folgt, dass B unitr dquivalent zum Multiplikationsoperator auf L? (IR, w)
ist. 0

Lemma 5.23. Es gelte dim $; = 1. Ein A € R ist genau dann ein Eigenwert von B,
wenn A ¢ o,(Ag) und

a1 — A= {(v,(Ag—N) ") und v € Dom((Ag— N1 (5.36)

fiir X erfiillt ist. Diese zwei Gleichungen konnen auch dquivalent als Integrale beziig-
lich des Wahrscheinlichkeitsmafles m formuliert werden:

2 2

t t

ap— A= / [v(®)] dm(t) und [v(®)] 5 dm(t) < oo. (5.37)
—A |t = Al

Beweis. Dies ist ein Spezialfall von Lemma 5.19. Die Integralschreibweise folgt aus

dem Spektralsatz in Theorem 3.11. O

Die Darstellung des Punktspektrums von B ist in dieser eindimensionalen Situation
durchaus vorteilhaft. Alle Eigenwerte von Ag werden durch die Stérung V' : $1 — $g
verdndert, sodass die Punktspektren von Ay und B disjunkt sind. Insbesondere ist der
angesprochene Problemfall (d) aus Lemma 5.15 deswegen immer ausgeschlossen.

Nun kommen wir auf das Borelmal} w aus Theorem 5.22 zuriick, welches dquivalent
zum Spektralmal} des Operators B ist. Wir zerlegen das Mal} wie iiblich

W = Wge T Ws = Wace + Wse + Wpp

und fragen nach minimalen Tridgern des singuldren Anteils und des singulér stetigen
Anteils und nach der Menge der Atome des Malf3es.
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Theorem 5.24. Es gelte dim ;1 = 1. Die Menge

Sy 1= {)\ cR ‘ a; — A= lim <U, (Ag — A — ie)_lv>} (5.38)
e—0t
ist ein minimaler Trdger des singuldren Anteils ws.
Die Menge

See 1= {)\ €R | a1 — A= lim (v, (4 — A —iz)"'v) , v ¢ Dom((Ag - )\)‘1)}
e—0
ist ein minimaler Trdger des singuldr stetigen Anteils wge.
Die Menge

Spp = {)\ cR ‘ a1 — A= (v, (Ao — \)") , v € Dom((Ay — A)*l)}

ist der kleinste Triiger von wy,,.

Beweis. Nach Theorem 2.14 gilt die Aussage fiir S nach Setzen der Herglotzfunktio-
nen mit —mg(2) = a; — zund my, = (v, (Ag — 2)~10).

Da nach obigem Lemma 5.23 die Eigenwerte von B mit der Menge S, liber-
einstimmen und B nach Theorem 5.22 der Multiplikationsoperator auf L?(R,w)
ist, entspricht Sy, der Menge der Atome des Mafles w. Man vergleiche dazu auch
Satz 3.13.

Es bleibt demnach nur die Aussage iiber den Triager von wg. zu zeigen. Diese
folgt hingegen direkt, wenn wir die Inklusion .S, C S gezeigt haben, denn es gilt
offensichtlich Sy = Ss. U Spp,.

Ist also A € S),), so gilt

lim (v, (Ag — XA —ie) 1) = (v, (Ag — N) o) = a3 — A
e—0*t

nach Satz 3.35, da v im Definitionsbereich von (Ag — \) ™! liegt. Somit erhalten wir
auch \ € S. ]

Es sei betont, dass die Definition von S in der Tat sinnvoll ist. Aus der Bedingung,
dass der Grenzwert lim,_, o+ (v, (Ag — A — ie) ~'v) endlich existiert, folgt bekanntlich,
dass X kein Eigenwert von Ag sein kann. Man vergleiche dazu auch Beispiel 3.34.
Demnach ist der Operator (Ag — A)~! als unbeschrinkter Operator auf dem Definiti-
onsbereich Bild(A4p — A) immer wohldefiniert.

Weiterhin ist zu erwéhnen, dass die Menge Ss. nur aus Elementen des stetigen
Spektrums von Ag bestehen kann. Benutzen wir Satz 1.47, welcher minimale Triger
von Borelmafen mit dem topologischen Triger in Verbindung bringt, so erhalten wir

Uac(AO) U Usc(AO) 2 Usc(B) .

Insbesondere bleibt das singulir stetige Spektrum des Operators B unabhiingig von
der GroBe des Storung V' beschrinkt.
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5.5.1. Ein endlichdimensionales Beispiel

Der Vorteil in diesem eindimensionalen Fall ist, dass man die Eigenwerte von B in
einer geschlossenen Form explizit angeben kann. Dadurch kann man das Verhalten des
Punktspektrums durch die Storung sehr genau beschreiben. Zur Illustration nehmen
wir §)g als endlichdimensional an und skalieren die Stérung B(s) = A + sV durch
einen Parameter s € R.

Es sei r := dim $) und die Eigenwerte von B(s) seien der GroBe nach geordnet
A1(s) < ... < Aryn(s). Betrachtet man die Verteilung der Eigenwerte als Funktion
von s, so konnen wir die analytische Storungstheorie anwenden. Man vergleiche dazu
die Monographie von H. Baumgirtel [Bau85, Chapter 3.2.8.]. Aus dieser ist bekannt,
dass fiir jedes feste j = 1,...,r + n die Abbildung s — \;(s) stetig ist.

4

Abbildung 5.1.: Rang 1 Stérung im endlichdimensionalen Fall

Da B(s) fiir s # 0 nach Lemma 5.12 einfaches Spektrum besitzt, schneiden sich
die stetigen Graphen hochsten einmal in s = 0. Zusétzlich weifl man aus Lemma 5.23,
dass die Eigenwerte von B(s) fiir s # 0 keine Eigenwerte mehr von Ay sein diir-
fen, sodass diese auf die entsprechenden Intervalle unabhéngig von der Grofe des
Parameters s beschrinkt bleiben, d. h. es kdnnen nur zwei Eigenwerte unbeschrinkt
anwachsen.

Die Abbildung 5.1 zeigt die Eigenwerte des Operators

3 S
2 s
B(s) = 1 s |,
0ls
s s s s|1

welcher fiir s = 0 einen doppelten Eigenwert besitzt.
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5.5.2. Riccati-Gleichung im eindimensionalen Fall

Um nun beschriankte Losungen der Riccati-Gleichung zu finden, konnen wir die
Ergebnisse des vorherigen Abschnittes 5.3 verwenden und eine 1 x 1-Matrix Y
suchen, die die Gleichung (5.22) erfiillt, welche sich in diesem Fall auf

_ [o(®)?
Y = —/al_t_ydm(t)

reduziert. Fiir jedes Element A € S, ist diese Gleichung genau fiir Y = a; — A erfiillt,

denn: ) )
[v(t)] _ [ (@) (5.37)
/al_t_ydm(t)— t_)\dm(t) ="a; —\.

Dies liefert mit Gleichung (5.23) die L?(RR, m)-Funktion
X ()=o) (Y —a1+t) P =(t—-N) o) = ((Ao — A)_lv) (t) .

Wir erhalten somit eine ganze Schar von Losungen, nimlich X, = (v, (49— ) "1¢p).
Dieses Vorgehen werden wir nun auf das singulidr stetige Spektrum ausdehnen, um
auch unbeschrinkte Losungen zu finden.

Es sei fiir jedes A € R ein moglicherweise unbeschrinkter linearer Operator

X)\ 9 2 DOHI(X)\) — 91 (5.39)

auf dem Definitionsbereich

Dom(X)) := {ga € 9o lim+ (v, (Ag — X — ie) " 1¢p) existiert endlich }
e—0

definiert. Dieser ist gegeben durch

Xy = lim (v, (Ag — X\ —ie) L) . (5.40)

e—0t

Mit dem folgenden Satz zeigen wir, dass der minimale Tréger S, des singuldren Anteils
von w auf diese Weise eine Familie von dicht definierten Operatoren parametrisiert.

Satz 5.25. Es gelte dim $)1 = 1. Fiir A € S ist der Operator X, dicht definiert und
erfiillt
App € Dom(X)) und VXyp € Dom(X)) (5.41)

fiir alle p € Dom(X}).

Beweis. Die Menge D := {p(Ap)v | p Polynom } liegt dicht in $)¢, denn v ist ein
zyklischer Vektor fiir Ay. Betrachten wir ein beliebiges Element ¢ = p(Ap)v dieser
Menge, so gilt
(v,(Ag — A —ie) " tp) = p(A +ie) (v, (Ag — XA —ie) "'v)
+ (v, (Ag — A —ie) " (p(Ag) — p(A +ie)) v) .
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Der Grenzwert des ersten Summanden ist endlich nach Definition von Ss. Der zweite
kann mit Hilfe des Spektralsatzes als folgendes Integral geschrieben werden:

||U|2/P(M) —p()\—i-i{f)

w—A—ie

dm(p) .

Die Mittelwertungleichung fiir holomorphe Funktionen (s. Lemma A.6) liefert uns auf
natiirliche Weise eine integrierbare Majorante, sodass fiir den Grenzwert ¢ — 0 der
Satz von Lebesgue angewendet werden kann. Insgesamt existiert also der Grenzwert

li (Ag— X —ig)t
i, (v (Ao =2 = i) p)
und ist endlich, d.h. D C Dom(X)), sodass X dicht definiert ist.

Fiir Gleichung (5.41) ist nur zu zeigen, dass fiir jedes ¢ € Dom(X)) ebenfalls
App € Dom(X)) gilt, denn Bild V' C DomX ) nach Definition von Ss. Da nach
Voraussetzung A ¢ o,(Ap), existiert der Grenzwert

lim (v, (Ao — A — i) (Ao = o) = (v, )

e—0t
und ist endlich. Man vergleiche zu der Berechnung des Grenzwertes den Satz 3.35.
Obige Gleichung zeigt, dass (Ag — A\)¢ € Dom(X) und somit liegt auch Ayp im
Definitionsbereich von X . ]

Zu Beginn des Abschnittes haben wir gezeigt, dass man fiir Eigenwerte A € S,
beschrinkte Losungen der Riccati-Gleichung angeben kann. Die obige Definition
liefert fiir den singulir stetigen Anteil tatsidchlich auch unbeschriankte Losungen.

Lemma 5.26. Es sei dim $)1 = 1. Fiir A\ € S, ist der Operator X unbeschrdinkt.

Beweis. Wir betrachten die Familie von beschrinkten Operatoren { X5 | € € (0,1]},
welche durch
X5 = (v, (Ag — X —ie) L)

definiert wird. Man beachte, dass es sich hierbei um beschrinkte lineare Funktionale
handelt, die folgende Operatornorm besitzen:

o v 2 1/2
I3l = o =+ ) el = ([ ol am)) )

AP + &2
Nehmen wir nun an, dass auch X beschrénkt ist und in diesem Fall eindeutig auf
ganz §)g stetig fortgesetzt werden kann, so gilt

sup |XS¢| < oo firalle ¢ € Ho .
€€(0,1]

Anwenden des Satzes von Banach-Steinhaus, siche Theorem A.3, fiihrt nun ebenfalls
auf

sup || X3llgp—9, <00
€€(0,1]
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Letztendlich folgt aus Gleichung (5.42) mit Hilfe des Satzes von der monotonen

Konvergenz, dass auch
lv]]?

[t = AI”

m(t) < oo
gilt. Dies ist gleichbedeutend mit v € Dom((A4g — A)~!), was allerdings im Wider-

spruch zu A € S, steht. O

Nach diesen Vorbetrachtungen iiber die Operatoren X, kommen wir abschlieend
zum wichtigen Ergebnis, dass diese Operatoren die Riccati-Gleichung

A X —XA)—-XVX+V* =0
16sen.

Theorem 5.27. Es sei dim $; = 1. Fiir A € Sy ist der dicht definierte Operator
X eine starke Losung der Riccati-Gleichung. Dariiber hinaus ist fiir A € S, der
Operator beschrinkt und fiir A € Ss. nicht abschlief3bar.

Beweis. Fiir A € S ist per definitionem v € Dom(X ) und nach Satz 5.25 gilt auch
ApDom(X)) € Dom(X)).
Wir wihlen ¢ € Dom(X)) beliebig und berechnen:
(AlX)\ — X)\AO — X)\VX)\)QD
= A1 Xp — XaAop — lim (v, (Ag — X —ie) o) Xy
e—07t

2 (a1 — (@1 = \) Xap — Xx Aoy
=XH\(A— Aoy
= El_ig{r(v, (Ag — X —ie) L\ — Ag)p)
=—(v,p) =—V"p.

Im vorletzten Schritt haben wir die Tatsache genutzt, dass A € S, kein Eigenwert von
Ay sein kann. Man vergleiche dazu abermals Satz 3.35.

Wihlen wir A € S,. Dann gilt v € Dom((Ap — A) ') und somit ist der Operator
durch X, = ((Ag — \)~!v, ¢) gegeben. Dieser ist offensichtlich beschrinkt.

Ist A € S, dann ist X, nach Lemma 5.26 unbeschriankt und kann als lineares
Funktional nicht abschlieBbar sein. Vergleiche dazu auch Satz 4.5. O

Bemerkung 5.28. Ist A € S, so entspricht der Graphenunterraum G($1, —X73)
genau dem Eigenraum zum einfachen Eigenwert )\, d. h. es gilt

G($1,~X3) = Bild Ep({A}) (5.43)

Dies ist direkt aus der Eigenwertgleichung, siehe (5.26), zu erkennen. Es gilt ndm-
lich yo = —(Ap — A)~loy; fiir einen Vektor (yo,y1) aus dem Eigenraum und der
adjungierte Operator ist durch X} = (Ag — \)~'v gegeben.
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Zur Vollstdndigkeit prasentieren wir nun den Hauptsatz von Kostrykin und Makarov
aus [KMOS5], welcher die genannten Losungen mit Graphenunterrdumen in Beziehung
setzt. Dieses Ergebnis werden wir in den kommenden Abschnitten auf den allgemeinen
n-dimensionalen Fall erweitern.

Theorem 5.29. Es gelte dim )1 = 1 und es seien die Mengen S, S, und Sy, aus
Theorem 5.24 und der lineare Operator X, aus Gleichung (5.40) gegeben. Dann gilt:

(a) Fiirjedes \ € S ist der Unterraum G($)g, X)) dicht und nicht abgeschlossen
im Hilbertraum .

(b) Fiir jedes \ € Sy, ist G($o, X)) ein abgeschlossener Unterraum der Kodi-
mension 1. Dariiber hinaus ist der Operator X ein isolierter Punkt beziiglich
der Operatornormtopologie in der Menge aller beschrdnkten Losungen der
Riccati-Gleichung.

Bezeichnen wir mit M(B) die Menge aller B-invarianten Unterriume, so ist die
Abbildung ¥ : Sy — M(B) mit U(\) := G($o, X)) injektiv.

Beweis. Aufgrund von Theorem 4.13 ist der Graphenraum G($)¢, X)) invariant be-
ziiglich B, sodass ¥(\) € M(B) fiir alle A\ € S; gilt. Die Injektivitit folgt leicht:
Gilt U(\) = ¥(A2) fiir zwei A\, A2 € Sg, so muss schon X, = X, als Operator-
gleichung gelten. Das heil3t jedoch, dass insbesondere
5.38
O:(X)\l —X)\Q)’U(:)al—>\1—(a1—)\2):>\2—>\1

richtig ist.

Zu (a): Firein A € Ss. wurde im vorherigen Theorem 5.27 gezeigt, dass G($o, X»)

nicht abgeschlossen ist. Da aber X, dicht definiert ist, liegt der Kern des Operators
nach Korollar 4.7 dicht in ¢ und somit gilt:

G($H0, X)) 2 H0 0.

Weiterhin enthilt G($0, X)) nach Satz 4.16 ein nichtverschwindendes Element or-
thogonal zu £y, also ein Element aus dem eindimensionalen Hilbertraum $31, sodass
nur

G($0, X)) = Ho & H

gelten kann.

Zu (b): Fiir A € Sy, ist X\ eine beschrinkte Losung, sodass X\ eine Losung der
konjungierten Riccati-Gleichung ist. Der Graphenunterraum G(£)1, —X7) entspricht
genau dem Eigenraum zum einfachen Eigenwert A und demnach gilt

G(50, X)) = G(H1, - X))t =BildEg(R\ {)\}) .

Nach Theorem 4.17 ist X ein isolierter Punkt in der Menge aller beschridnkten
Losungen beziiglich der Operatornormtopologie. O
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5.6. Der zweidimensionale Fall

In diesem Abschnitt betrachten wir den Fall, dass der Hilbertraum $); die Dimension
n = 2 besitzt und versuchen die Ergebnisse des letzten Paragraphen auf diese Situation
zu iibertragen. Wir werden schlieBlich schnell feststellen, dass schon durch diese
minimale Dimensionserh6hung neue Probleme und Schwierigkeiten entstehen.

Es werden separat die verschiedenen Moglichkeiten fiir die Stérung V' présentiert
und am Ende Losungen der Riccati-Gleichung konstruiert. Das Erarbeiten der Form der
Losungen wird uns auf den allgemeinen Fall vorbereiten, sodass die zweidimensionale
Situation vor allem als der iibersichtliche und anschauliche Bestandteil des Problems
prasentiert wird.

5.6.1. Storungen vom Rang Eins

In einem ersten Schritt werden wir méglichst viele Dinge aus dem eindimensionalen
Fall tibernehmen, sodass die Storung V' weiterhin eindimensionales Bild besitzen soll.
Wir halten zur Ubersicht die Voraussetzung fiir diesen Paragraphen fest:

Voraussetzung 5.30. Wir nehmen die Generalvoraussetzung 5.1 fiir dim $; = 2
an. Die Storung V' sei als Operator vom Rang Eins gegeben, d. h. dimBildV = 1,
und zwar so, dass Bild V* ein zyklischer Unterraum fiir Ay ist. Insbesondere haben
sowohl Ag als auch Ay ein einfaches Spektrum.

Die obige Voraussetzung konnen wir durch die Identifizierung 5 = C2 = C & C
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit auf den Fall reduzieren, dass A; eine Diagonal-
matrix ist. Weiterhin kénnen wir durch unitire Transformationen und Translationen
erreichen, dass der Operator A; folgende Matrixdarstellung in C? hat:

A= (g _Oa>  aeR\{0}. (5.44)

Somit erhilt V' folgende Blockform:
V=@ q), yeC\{0}. (5.45)

Das Element v € $)g steht fiir einen zyklischen Vektor fiir Ay.
Wir haben nun gezeigt, dass die obige Voraussetzung 5.30 dquivalent zu der folgen-
den ist:

Voraussetzung 5.31. Wir nehmen die Generalvoraussetzung 5.1 fiir dim $, = C?
an. Es sei ein zyklischer Vektor v € $) fiir Ag gegeben und die Operatoren A1 und V
seien durch die Matrixdarstellungen

Al = <8 _Oa> , V= (v 'yv) (5.46)

fiira € R\ {0} und v € C\ {0} festgelegt.

Dies macht natiirlich vor allem explizite Formeln iibersichtlicher. Uberdies schrei-
ben wir zur Abkiirzung 1, :=1& —1/y = (1,—-1/v) € 9.
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Theorem 5.32. Unter Voraussetzung 5.31 ist 0 @ 1, € o ® $H1 ein zyklischer Vektor
fiir B. Insbesondere hat der Operator B weiterhin ein einfaches Spektrum.

Beweis. Im Beweis werden wir die kiirzere Tupelschreibweise fiir Elemente von
H = Ho ® C @ C verwenden. Wir definieren zur Ubersicht die folgende Menge
Cr, :=linspan {B/(0® 1) | j € {0, ..., k} }. Offenbar liegt 1, im Kern von V und
somit erhalten wir

0 0
C1 = lin span 1 | a =0® 91,
—1/v) \a/v

denn die Vektoren sind aufgrund von a # 0 linear unabhéngig.
Weiteres Anwenden von B bringt schlieBlich induktiv

Crt1 2 A'S_lv@() cHDH.

Da v nach Voraussetzung ein zyklischer Vektor fiir Ay ist, ist auch 0 1., ein zyklischer
Vektor fiir B. O

Die Konstellation ist hier Zhnlich dem eindimensionalen Fall aus dem letzten Ab-
schnitt. Der Operator A kann durchaus ein Spektrum der Multiplizitit Zwei aufweisen,
welches jedoch durch jede beliebige Storung im obigen Sinne in ein einfaches Spek-
trum iiberfiithrt wird. Aus diesem Grund nimmt das folgende Theorem die gleiche
Form wie Theorem 5.22 an:

Theorem 5.33. Unter der Voraussetzung 5.31 hat die Herglotzfunktion

B Iy)l + (Al — Z)V*(A(] — Z)_lv
¢(z) = tr [ o) V(A2 TV (5.47)
die Darstellung
o) = [ 1 dwtt), (5.48)

wobei w ein Borelmaf} mit kompaktem topologischem Triger auf R ist. Dariiber hinaus
ist B unitdr dquivalent zum Multiplikationsoperator auf L?(R,w).

Beweis. Die Darstellung von ¢ ist ein Spezialfall des Theorems 5.13 und wir wissen,
dass w(A) = 0 genau dann, wenn p(A) := (0@ 1, Eg(A) 0@ 1,) = 0. Dies folgt
wie gehabt aus Satz 3.23.

Dieses Ergebnis heif3t aber nichts anderes, als dass w und p dquivalente Malle sind
und aus Lemma 3.21 folgt, dass B unitér dquivalent zum Multiplikationsoperator auf
L?(R,w) ist. O

Neben dem Vorteil, dass unter der Storung vom Rang Eins das Spektrum des
Operators B einfach ist, besteht ein weiterer Vorteil darin, die Spur der matrixwertigen
Herglotzfunktion explizit berechnen zu kénnen:

(1 —det(A; — 2))tr [V*(Ag — 2)71V] —tr (A1 — 2)
P(z) = [ . ]_1 (5.49)
det [(A1 — 2) = V*(4g — 2)"1V]
(14 (@2 = 23)) (1 + W), (A — 2) 710} + 22

det [(A1 — 2) = V*(Ag — 2)"1V]

(5.50)
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Die Form der obigen skalaren Herglotzfunktion ist nun deutlich komplizierter als in
Theorem 5.22 und man erkennt durch den Term (v, (Ag — 2)~'v), dass nun auch
der Zahler fiir den Tridger des singulidren Anteils von w beitragen kann. Wir rufen
Satz 5.14 in Erinnerung, in welchem wir genau eine solche Aufteilung des minimalen
Tragers vorgenommen haben.

Satz 5.34. Es sei Voraussetzung 5.31 gegeben. Dann ist die Menge

Se := S5y U cho mit

Sp = {)\ €R| lim det [(A1 — A —ie) — V*(Ag— A —ie) V] = 0}
e—0t

= {)\ eR ‘ Jy € H1\ {0} mit (A1 — Ny = lim V* (A —)\—ie)_lVy}

e—0t

2
—1

S = )\ER’ A€ (—a,a), \€o(Ay) und )\:aMQ
P +1

ein minimaler Trdger von wg.
Man beachte, dass S’ hochstens ein Element enthalten kann.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Darstellung von S’_. Aus Satz 5.14 ist bekannt, dass
eine reelle Zahl A nur dann ein Element von S, sein kann, wenn die Determinante

lim det [(A; — A —ig) — V(Ao — A — i) 'V]

e—0t
nicht verschwindet und

e—07t

V(Ao — A —ie) V|| == o (5.51)
gilt. Unter Voraussetzung 5.31 kdnnen wir die obige Determinante explizit berechnen:
det [(A1 — A —ie) — V*(Ag — A —ig) 'V
= (()\ +ig)? — a2) + (v, (Ag — A —ig) " to) <)\ +ic+a+ |y (A +ie — a))

Da nun (v, (Ag — A — ie) ~'v)| = oo mit Gleichung (5.51) gefordert wird, ist die
obige Determinante genau dann endlich, wenn ||* (& — A) = (a 4 \) erfiillt ist. Man
beachte in diesem Zusammenhang das Grenzwertverhalten von Herglotzfunktionen
aus Satz 2.11 und Satz 2.12.

Man beachte, dass in allen anderen Féllen, d. h. wenn die Determinante nicht endlich
bleibt, ¢ aus Gleichung (5.50) endlich existiert. Dies bedeutet, dass Sg) aus Satz 5.14
wirklich leer ist.

Die Gleichung (5.51) kann offenbar nur fiir Elemente A aus dem Spektrum von
Ay erfiillt werden, sodass wir insgesamt S’ O S., gezeigt haben. Da beide Menge
hochstens einelementig sind, folgt auch die Minimalitidtsaussage.
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Es bleibt die Darstellung von Sy zu zeigen. Die obige Berechnung der Determinante
zeigt, dass fiir ein Element A € Sj der Grenzwert

lim V*(Ag — X\ —ie)"'V

e—0t

endlich existieren muss. Da die Determinante verschwindet, bedeutet dies, dass ein
0 # y € $ existieren muss mit

Al =Ny = lim V*(4y— X —ie) 'Vy.
(

e—0t

Die Umkehrung ist offensichtlich, sodass die Darstellung von Sy bewiesen ist. U

Der obige minimale Tridger von S ldsst schon erahnen, dass im Gegensatz zum
eindimensionalen Fall nun auch Eigenwerte der Bedingungen (b), (c) oder (d) aus
Lemma 5.15 angenommen werden kdnnen.

Lemma 5.35. Es gelte Voraussetzung 5.31. Ein X € R ist genau dann ein Eigenwert
von B, wenn entweder \ ¢ o,(Ag) und

(A =Ny =V*(Ag— N "Wy und v Dom((Ag—N)"1) (5.52)
fiir einy ¢ Kern'V erfiillt ist oder wenn

-1

A€oy,(Ag) und A=a
p(40) W +1

e (—a,a) (5.53)

gilt.

Beweis. Wir betrachten wieder die vier Fille aus Lemma 5.15. Bedingung (a) ist
immer problemlos moglich und fiihrt auf Gleichung (5.52). Der Fall (b) kann nicht
eintreten, da dieser v € Bild E4,({\})* fordert, was aufgrund von Korollar 3.26
nicht erreichbar ist. Ebenso ist Bedingung (c) nicht erfiillbar, da ein Eigenvektor von
Aj nicht im Kern des Operators V' liegen kann. Dies ist ebenso Korollar 3.26 und der
Tatsache geschuldet, dass Bild V* = (Kern V)* ein zyklischer Unterraum fiir A; ist.

Fall (d) kann eintreten und dies bedeutet A € 0,(Ap). Insbesondere gilt nach
Satz 3.27

Im |tr V*(Ag— X —ig) V| =00,
e—0t

sodass nur y € Kern V' in der Gleichung

(A} — Ny = lim V*(Ag — A —ie) "Wy - V*z (5.54)

e—0t

gelten kann. Schreiben wir nun y = (y, —1)7 € Kern V, so erhalten wir die hinrei-
chende und notwendige Bedingung

_ -t
?+1

fiir das Erfiillen von Gleichung (5.54). 0
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In der Tat tritt hier genau der Fall (d) ein, den wir schon als inkompatibel fiir
Losungen der Riccati-Gleichungen eingestuft haben. Da es sich dagegen hochstens um
einen Eigenwert handelt, werden wir diesen bei der weiteren Betrachtung ausschlieen.

Nun teilen wir den minimalen Trager des singuldren Maf3es wieder in einen kleinsten
Trager fiir den rein atomaren Anteil und einen minimalen Tréiger fiir den singulir
stetigen Anteil auf. Fiir letzteren sollte man beachten, dass wie im eindimensionalen
Fall aus der Bedingung lim,_,q+ (v, (A9 — A — i€)v)| < oo immer folgt, dass A kein
Eigenwert von Ag ist, d.h. (Ag — \)~! existiert als moglicherweise unbeschrinkter
Operator.

Satz 5.36. Es gelte Voraussetzung 5.31. Dann ist die Menge
See i = {)\ eR ‘ Es existiert einy ¢ Kern'V mit

(A1 — Ny = lim V*(Ag— A —ie)"'Vy, v ¢ Dom((Ag — )\)‘1)}

e—0t

ein minimaler Trdger von wgc.
Die Menge

Spp =S USSP
mit den Bestandteilen
Sl(,ll,) = {)\ eR | Es existiert einy ¢ Kern'V mit

(A — Ny = V*(4g — N)"Wy, ve Dom((Ag — )\)_1)}

2 J—
Sz(afn) = {)\ € (—a,a) | A€ op(Ag) und \= aM 1}

* + 1
ist der kleinster Triiger von wy,.

Beweis. In Satz 5.34 wurde ein minimaler Tréger fiir ws angegeben. Offensichtlich
gilt 5o = Ssc U S}(,;,), wobei man wieder beachten sollte, dass ein Eigenvektor des
Operators A nicht im Kern von V' liegen kann. Die Menge S, entspricht der Menge
der Eigenwerten von B, welcher nach Theorem 5.33 der Multiplikationsoperator auf
L*(R,w) ist. Dadurch ist Sy, nach Satz 3.13 die Menge der Atome von w.

Folglich muss S, \ Sp, ein minimaler Triger des singulir stetigen Anteils von w
sein. Da die Menge S’ hochstens einelementig ist, kann dieser Punkt gegebenenfalls
noch entfernt werden, sodass auch S ein minimaler Tréiger von wy ist. ]

Wie angesprochen mochten wir analog zum vorherigen Abschnitt vorgehen und
Losungen der Riccati-Gleichung finden. Die Mengen SZ()Il)) und S, haben in der Tat
die gleiche Form wie im eindimensionalen Fall, sodass wir diese zusammenfassen:

sred .= .. U Sjgll,) = {/\ € R| Es existiert ein y ¢ Kern V' mit

(5.55)

(A — Ny = lim V*(4g— A — ie)_lVy} .
e—0+t
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), erhal-

Durch Hinzunahme eines einzelnen Punktes, d. h. durch Hinzunahme von SZ(;?J

ten wir somit immer einen minimalen Tréger des singulidren Anteils von w.
Jedem Element der Menge S7¢? ist eindeutig ein eindimensionaler linearer Unter-

raum, aufgespannt durch den jeweiligen Vektor y aus Gleichung (5.55), zugeordnet.

Die nichsten zwei Lemmata befassen sich mit den Eigeschaften dieser Unterrdume.

Lemma 5.37. Es gelte Voraussetzung 5.30. Ist \ € ST und y € $, der Vektor aus
Gleichung (5.55), so gilt y ¢ Kern(V)*.

Beweis. Wir nehmen an, dass fiir ein y € $; sowohl y € Kern(V)+ = C - (1,7)7
als auch (A7 — \)y = lim,_,o+ V*(A4g — A — ie) "1 Vy erfiillt ist. Daraus folgt nun
die Gleichung

((—Z:§>v> B (((114-+ \Hf))’y) Jim, (v, (Ao — A —ie)0)

Diese kann nur fiir a = 0 gelten, da v # 0 nach Voraussetzung gilt. Dies widerspricht
allerdings der Voraussetzung, dass das Spektrum des Operators A; einfach ist. [

Lemma 5.38. Es gelte Voraussetzung 5.30. Es seien \,k € S;ed und yy bzw. y,
bezeichne jeweils den Vektor aus Gleichung (5.55). Sind nun )\ und k verschieden, so
sind yy und y,; linear unabhdngig.

Beweis. Setzen wir voraus, dass ) und ¥, linear abhingig sind, so kdnnen wir ohne
Einschriankung Gleichheit annehmen und diesen Vektor kurz mit y bezeichnen. Es
gelten dann die beiden Gleichungen:

(Ay — Ny = lim V*(Ag — X —ie) 'Vy,

e—0t

(A1 — K)y = lim V*(Ag — k —ie) " 'WVy.

e—0t

Aus diesen ergibt sich durch Bildung der Differenz:
(k=A)y = lim V*[(Ag— X — ie) ™t — (Ag — K — is)_l] Vy .
e—0t

Da das Bild des Operators VV* endlichdimensional und somit abgeschlossen ist, gilt
nach obiger Gleichung entweder y € Bild(V*) = Kern(V)* oder x = \. Nach
Lemma 5.37 kann nur Letzteres eintreten. O

Das obige Lemma besagt, dass zwei verschiedene Zahlen aus der Menge S7¢? durch
ihre zugeordneten eindimensionalen Unterrdume schon den ganzen Hilbertraum £
aufspannen. Fiir den nun folgenden Abschnitt iiber Losungen der Riccati-Gleichung
ist diese Eigenschaft wesentlich. Es sollte aber betont werden, dass so im Allgemei-
nen keine Orthonormalbasis des Raumes $; gefunden wird, was einige technische
Schwierigkeiten mit sich bringt.
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5.6.2. Riccati-Gleichung im zweidimensionalen Fall

Wir nehmen in diesem Abschnitt weiterhin Voraussetzung 5.30 an und verwenden die
Ergebnisse, die wir fiir diesen Fall erhalten haben.

Nun stellt sich die Frage, ob man fiir Gleichung (5.22) eine 16sende 2 x 2-Matrix
Y finden kann. Dies ist tatsdchlich mdglich, erfordert hingegen ein wenig Vorarbeit,
sodass wir spiter auf die genaue Wahl von Y zuriickkommen. Wir werden nun durch
Betrachtung der adjungierten Riccati-Gleichung

XA — A X" —X"'V*X*"+V =0 (5.56)

sofort beschriankte Losungen X ™ : $; — $o angeben.

Da der Operator B ein einfaches Spektrum hat, aber der Hilbertraum $; zweidi-
mensional ist, bendtigen wir genau zwei verschiedene Eigenwerte, um eine Losung zu
finden.

Satz 5.39. Es gelte Voraussetzung 5.31. Es seien A\, k € Sﬁ) zwei verschiedene
Eigenwerte und yy bzw. y,, € 91 jeweils der Vektor aus Gleichung (5.55). Dann ist
durch

X5 (eyn + dyx) = (Ao — \) 'V (eyn) + (Ao — k) 'V (dyy,), c,deC

ein beschrdnkter linearer Operator X; . - 91 — $o definiert, der die adjungierte
Riccati-Gleichung (5.56) erfiillt.

Beweis. Wenden wir auf die adjungierte Riccati-Gleichung den Vektor y, an, so
finden wir

X;,nAlyA - AOX;,myk - X;,HV*X*yA + Vyx
= X3 Aryx — Ao(Ao — N) 7 Wyn — X5,V (Ao — A) Vs + Vi

5.52) 4 _
2D X5 Ay — Ao(Ag — \) Wy + Vi,

=(A—A40)(Ag— N Wy +Vyr =0.

Mit analoger Rechnung ist die adjungierte Riccatigleichung auch fiir y,, erfiillt, sodass
sie als Operatoridentitit gilt. O

Nun ist die natiirliche Frage, wie man Losungen aus dem singulér stetigen Spektrum
dhnlich dem eindimensionalen Fall konstruiert. Die Definition der obigen beschrinkten
Losungen zeigt, dass man durch zwei verschiedene Werte \, x € S7°? den zweidimen-
sionalen Raum $); aufspannen kann. Wie immer seien v und y,; die entsprechenden
Vektoren aus Gleichung (5.55). Wir definieren nun die Projektionen

F’)w$ H1L— N mit Bild P)\ﬁ = <y)\> , KernP)\ﬁ = <y,§>, (557)
Qxrr:H1— H1 mit BildQyx = (yx) , KernQy = (yn), (5.58)

welche im Allgemeinen keine Orthogonalprojektionen sind. Hier steht die Abkiirzung
(y) := linspan{y} fir die lineare Hiille des Vektors y € $);. Mit Hilfe dieser
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Projektoren lassen sich die beschriankten Losungen in geschlossener Form angeben.
Fiir \,k € SI(,ZI,) lautet das gesuchte Y aus Gleichung (5.22)

Y = (Al - A)PA,H + (Al - H)Q)\,/{ .

Mit Hilfe von Gleichung (5.23) erhélt man in der Tat oben definierte Losungen X ;}K
zuriick.

Nun definieren wir fiir zwei unterschiedliche Zahlen \, x € S7°? den, moglicher-
weise unbeschrinkten Operator

Xk 5o — M (5.59)

auf dem Definitionsbereich

Dom(X) ) := {9’7 € 9o

lim (P;HV*(AO I
e—0t ’
QY LV (Ao — K+ i5)71>  existiert endlich } .

Dieser ist gegeben durch
Xawp = lim (P V(Ao = A+ ie) '+ Q3 V (Ao — Kk +ig) ). (5.60)
e—

Es sei auf das positive Vorzeichen in der Definition des Operators aufmerksam ge-
macht, welches sich im weiteren Verlauf selbst erklédren wird.

Diese Operatoren sind mit dhnlichen Beweis wie im eindimensionalen Fall auf £)q
dicht definiert:

Satz 5.40. Es gelte Voraussetzung 5.31. Falls \, k € ST verschieden sind, ist der
Operator X ,, dicht definiert und dariiber hinaus gilt:

Bﬂd(A() + VX)\,H)|Dom(X>\,,€) C DOHI(X)\,,{) . (5.61)
Beweis. Wir betrachten den dichten Teilraum
D :={p(Ao)Vyx | pPolynom } = {p(A9)Vyy | p Polynom }

von £)g. Den Beweis konnen wir nun vollkommen analog zum Beweis von Satz 5.25
fithren: Es sei ¢ = p(Ap)Vy, ein beliebiges Element des obigen Teilraumes. Dann
gilt
Py V(A — A +ie) Tlo = p(A —ig) P V(Ao — A + i) 'V
+ PV (Ao — A+ ie) " (p(Ao) — (A — ig)) Vi

Der Grenzwert des ersten Summanden ist endlich nach Definition von S7¢¢. Der
zweite ist nach dem Spektralsatz gleich dem Integral

1 o [ p(p) —p(\ — ie)
(L )l [P EA Sy, e
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welches wie in Satz 5.25 im Grenzwert endlich ist. Demnach existiert

lim P5, V*(Ag— A +ig) ' (5.63)

e—0t

und ist endlich. Analog beweist man die Existenz und Endlichkeit von
lim Q% V*(Ay —r+ie) tp, (5.64)
e—07t ’

d.h. D C Dom(X) x), sodass X , dicht definiert ist.
Fiir Beweis von Gleichung (5.61) verwendet man, dass Bild(V') € Dom(X) )
und lim,_,g+ V*(A49 — A —ie) "1 (Ao — A)¢ = V* nach Proposition 3.38 gilt. [

Lemma 5.41. Es sei Voraussetzung 5.31 gegeben. Sind \, i € S7°? und mindestens
eine der beiden Zahlen aus S, so ist der Operator X, ,; unbeschrdnkt.

Beweis. Es sei ohne Einschriankung A € S;.. Dann betrachten wir folgende Familie
von beschrinkten Operatoren

Yep =P}, V*(Ag— A+ie) '

Die Operatornorm lésst sich jeweils leicht berechnen, wenn man die Darstellung des
Operators VV* aus Voraussetzung 5.31 benutzt:

Yep = (v,(Ag— A +ig) ') P w .
Hierbei ist w = (1,7)? € C? = $; und somit gilt:
1Y lls0—1 = ll(Ao = X = ie) " ol 1P cllss, -

Nehmen wir nun an, dass der Operator X, ,; beschrinkt wire, so wiire dies auch
Y := Py, X . Der Satz von Banach-Steinhaus ergibt mit analoger Rechnung wie
im Beweis von Lemma 5.26, dass v € Dom((A4g — A)~!) gelten muss. Dies steht im
Widerspruch zur Voraussetzung A € S,.. O

Nun werden wir zeigen, dass die so definierten Operatoren die Riccati-Gleichung
im starken Sinne 16sen. Mit Hilfe der Projektionen konnen wir die wichtige Gleichung
(5.55) umformulieren und als Operatorgleichung darstellen

(A — NPy, = lim V*(Ag— X\ —ie) 'VPy, . (5.65)
e—0t

Fiir den zweiten Wert x € S7¢ erhilt man genauso:

(A1 = K)Qrp = lim V*(Ag —k —ie) 'VQxs - (5.66)
e—0t

Da der Hilbertraum $); endlichdimensional ist, besitzt auch £($);) endliche Dimension
und die obigen Grenzwerte sind auch in der Operatornormtopologie richtig. Weiterhin
konnen wir so zeigen, dass die zwei Gleichungen dquivalent zu den adjungierten
Formulierungen sind:

PY(Ar =) = Tim P{V(Ag = A+ie) "V (5.67)
E—
Qi .(A] — k) = lim Q3 V*(Ag— K +ie)"'V. (5.68)
’ e—0t ’

Diese zwei Gleichungen und die Eigenschaft ) Py , = 0 werden nun sehr hilfreich
fiir den Beweis des nédchsten Satzes werden.
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Theorem 5.42. Es gelte Voraussetzung 5.31 und es seien \, k € Sged verschieden.
Dann ist der Operator X ,; eine starke Losung der Riccati-Gleichung. Dariiber
hinaus ist fiir \, k € SZ(;;;) der Operator beschrinkt und im Falle A € S, oder k € S
nicht abschlief3bar.

Beweis. Mit Hilfe der zwei Projektionen kénnen wir die Riccati-Gleichung auch
schreiben als

Py (A1 X — XAg— XVX + V) + Q) (A1 X — XA - XVX+VF)=0.

Wir zeigen nun, dass X ,; die erste projizierte Riccati-Gleichung 16st. Man beachte
dazu, dass Py Q3 .. = 0 gilt. Es sei ¢ € Dom(X) ) gewihlt und dann gilt:

P;,K(AlX)\,Ii - X)\,HAO - X)\,/{VX)\,H)()O
C2 Pt (A1 X — X Ao — lim P,V (Ap — A+ i) 'V Xy )
E—r

5.55) *
O3 pr (A1 = (A1 = N) X wp — P X e Ao

= PLaXok(X = Ao)y
= lim Py, V*(Ag— \+ie) ' (A — Ag)p
e—0t 77

= —P)tKV*go.

Hierbei haben wir verwendet, dass A ¢ o,,(Ao) gilt und somit Proposition 3.38 genutzt
werden kann.

Analog zeigt man, dass X, . auch die zweite projizierte Riccati-Gleichung 16st,
sodass wir eine starke Losung der Riccati-Gleichung gefunden haben.

Giltnun A\, k € SZ%), so liegt v sowohl im Definitionsbereich von (4p — A) ™! als
auch von (Ag — x)~* und somit gilt

Xnw =P5 (Ao =X "'V) + Q5 (Ao —w)T'V)"

sodass der Operator beschrinkt ist. Gilt dagegen A € S, oder k € S, so ist der
Operator X ,, nach Lemma 5.41 unbeschrinkt und kann als Operator von endlichem
Rang nicht abschlieBbar sein. Man vergleiche dazu Satz 4.6. O

Wir haben unter der Voraussetzung 5.30 eine zweiparametrige Familie von star-
ken Losungen der Riccati-Gleichung gefunden. Insbesondere ist die Existenz von
Losungen garantiert, wenn das singulidre Spektrum des Operators B mindestens aus
drei Elementen besteht, denn dann besitzt ST/ mindestens zwei Elementen und das
Konstruktionsverfahren aus Gleichung (5.60) ist anwendbar.

5.6.3. Beispiele und Folgerungen

Fiir den im letzten Abschnitt betrachteten zweidimensionalen Fall mit Stérungen vom
Rang Eins, betrachten wir nun endlichdimensionale Beispiele, die das Verhalten der
Eigenwerte veranschaulichen.
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Beispiel 5.43. Es sei auf dem Hilbertraum $) = C @ C? der folgende Operator
gegeben:

s s
B(s)=1 s|1 ) (5.69)
-1
4
2
-~ 0
-2
4
-3 -2 -1 0 1 2 3
s

Abbildung 5.2.: Storung im endlichdimensionalen Fall - Beispiel 5.43

Das Verhalten der Eigenwerte ist in Abbildung 5.2 zu sehen und wie man erkennt,
bleibt der einfache Eigenwert 0 géinzlich ungestdrt unabhiingig von der Grofie des
Storungsparameters s. Dies liegt daran, dass 0 in Sz(jf,) liegt. Fiir Losungen der Riccati-
Gleichung kommen so nur die beiden anderen Eigenwerte in Frage, sodass wir mit
Hilfe der Konstruktion aus dem letzten Abschnitt nur eine einzige beschrinkte Losung
finden.

Beispiel 5.44. Wir demonstrieren nun noch kurz ein etwas komplizierteres Beispiel.
Der Hilbertraum sei $ = C2 @ C? und der Operator gegeben durch:

3 s 2s
—5 s 2s
B(s) = 5 |s 2s . (5.70)
s S s |9
2s 2s 2s -5

In diesem Beispiel hat der ungestorte Operator zwei Eigenwerte der Vielfachheit
Zwei, welche aber aufgrund von Lemma 5.32 fiir alle s # 0 auseinander laufen

(2)

miissen. Weiterhin liegt der Eigenwert 3 in Sp?g
Man vergleiche dazu auch Abbildung 5.3.

und bleibt deswegen unverindert.

Zum Abschluss dieser speziellen Situation beweisen wir die folgende Existenzaus-
sagen fiir beschriankte Losungen.
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10
5
~ 0
-5
-10
-4 -2 0 2 4
S

Abbildung 5.3.: Storung im endlichdimensionalen Fall - Beispiel 5.44

Korollar 5.45. Unter der Voraussetzung 5.30 und der Annahme, dass das Punkt-
spektrum von B mindestens aus drei Elementen besteht, hat die Riccati-Gleichung
mindestens eine beschrdnkte Losung.

Beweis. Da 0,(B) wenigsten drei Elemente enthilt, besteht die Menge S},;)) mindes-
tens aus zwei Elementen, sodass mit Satz 5.39 eine beschrinkte L.osung konstruiert
werden kann. ]

Korollar 5.46. Unter der Voraussetzung 5.30 hat die Riccati-Gleichung fiir einen
endlichdimensionalen Hilbertraum $) mindestens eine beschrdinkte Losung.

Beweis. Dies folgt direkt aus obigem Korollar 5.45, da B ein einfaches Spektrum hat
und dim $ > 3 gilt. ]

5.6.4. Spezielle Storungen vom Rang Eins

In Voraussetzung 5.30 haben wir angenommen, dass neben Ay auch der Operator A;
ein einfaches Spektrum besitzt. Dies war notwendig, um zu beweisen, dass auch der
gestorte Operator B ein einfaches Spektrum behélt. Mit dieser Voraussetzung haben
wir zwei spezielle Situationen ausgeschlossen. Auf der einen Seite kann der Operator
A; einen Eigenwert von doppelter Vielfachheit besitzen, und auf der anderen Seite
konnen wir die Forderung, dass dim V* ein zyklischer Unterraum fiir A; ist, fallen
lassen.

Voraussetzung 5.47. Es gelte die Generalvoraussetzung 5.1 mit dim $)1 = 2 und der
Operator V sei vom Rang Eins. Zusdtzlich besitze der Operator A1 kein einfaches
Spektrum, d. h. es gibt einen doppelten Eigenwert a € R.
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Identifizieren wir ;1 = C2 = C @ C und stellen A; als Diagonalmatrix dar, so
konnen wir den Storungsoperator wieder auf die Form

V:(v 'yv) , veC (5.71)

bringen, wobei v € ) fiir einen zyklischen Vektor fiir Ay steht. Den zweifachen
Eigenwert von A; bezeichnen wir mit ¢ € R. Man kann ohne Einschriankung a = 0
annehmen und folgende Charakterisierung der Eigenwerte formulieren.

Lemma 5.48. Es gelte Voraussetzung 5.47. Ein \ € R ist genau dann ein Eigenwert
von B, wenn \ ¢ o,(Ag) und

(A, =Ny =V*(A— N "Wy und veDom((Ag—N\)"1) (5.72)
fiireiny ¢ Kern'V gilt oder wenn \ = a € o(Ay) und damit

(A; = Ny = lim V*(Ag— XA —ie) 'Vy =0 (5.73)

e—0t

fiiry € Kern'V erfiillt ist.

Beweis. Wir verwenden Lemma 5.15 und iiberpriifen die vier Bedingungen aus die-
sem. Der Fall (a) kann wie iiblich auftreten und entspricht Gleichung (5.72). Bedin-
gung (b) ist aufgrund von Korollar 3.26 nicht zu erfiillen. Dagegen ist der Fall (c) nun
durchaus moglich und fiihrt auf Gleichung (5.73).

Die letzte Moglichkeit (d) kann nicht eintreten. Dies zeigt man besten mit der
Darstellung des Operators V' aus Gleichung (5.71). Aufgrund von Korollar 3.26 muss
y im Kern von V' liegen und somit schreibt sich die Bedingung (d) als

L0 e

fiir einen Eigenvektor z zum Eigenwert A € 0,,(Ay). Verschwindet die Konstante
7, so muss (v, z) = 0 gelten, was im Widerspruch zu Satz 3.25 steht. Gilt dagegen
~v # 0, so fiihrt (5.74) auf die Gleichung

die unmoglich erfiillt sein kann. 0

Auch fiir diesen speziellen Fall werden wir das Verhalten der Eigenwerte an einem
einfachen endlichdimensionalen Beispiel demonstrieren:

Beispiel 5.49. Es sei $ = C @ C? und der gestorte Operator sei

2|1s s
B(s)=| s|1 . (5.75)
S 1

Wie man gut in Abbildung 5.4 erkennt, wird der doppelte Eigenwert 1 durch die
Storung zu einem einfachen Eigenwert und bleibt unabhingig von der Grofle der
Storung ein solcher.
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Abbildung 5.4.: Storung im endlichdimensionalen Fall - Beispiel 5.49

Analog zum vorherigen Fall, in welchem A; ein einfaches Spektrum hat, kénnen
wir Losungen der Riccati-Gleichungen konstruieren. Dies wiederholen wir nicht in
den Details, sondern halten nur das wichtige Korollar fest:

Korollar 5.50. Unter der Voraussetzung 5.47 und der Annahme, dass das Punkt-
spektrum von B wenigstens aus zwei Elementen besteht, hat die Riccati-Gleichung
mindestens eine beschrinkte Losung.

Beweis. Wir wissen, dass a € o(A;) ein Eigenwert fiir B bleibt und fiir jeden anderen
Eigenwert A # a der Vektor y) aus Gleichung (5.72) kein Element von Kern V ist.
Wir definieren eine Losung der adjungierten Riccati-Gleichung durch

X3aleya + dya) = (Ao = N) "V (eyn) , (5.76)
wobei y, € KernV und ¢, d € C. Man vergleiche dazu den Beweis von Satz 5.39. [

Der einzige Fall, den wir noch nicht betrachtet haben, ist der unproblematischste,
da er sich im Wesentlichen auf den eindimensionalen Fall reduziert. Wir formulieren
die entsprechende Voraussetzung:

Voraussetzung 5.51. Es gelte die Generalvoraussetzung 5.1 mit dim 1 = 2 und V
sei ein Operator vom Rang Eins. Der Operator Ay besitze ein einfaches Spektrum und
Bild V'* sei kein zyklischer Unterraum fiir A;.

In der iiblichen Matrixdarstellung bedeutet diese Voraussetzung:

V = (U 0) ) Al — <_a a) , @ 7& 0. (577)

Auch hier steht v € ) fiir einen zyklischen Vektor von Aj.
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Die Forderung, dass Bild V* = (Kern V)" kein zyklischer Unterraum fiir den
Operator A ist, filhrt auf die Zahl 0 in der zweiten Spalte der Blockdarstellung des
Operators V.

Die Eigenwerte sind in diesem Fall genauso wie in Lemma 5.48 gegeben und die
Konstruktion von Losungen der Riccati-Gleichungen ist analog zu fithren. Wir halten
nur das folgende Korollar fest:

Korollar 5.52. Unter der Voraussetzung 5.51 und der Annahme, dass das Punkt-
spektrum von B wenigstens aus zwei Elementen besteht, hat die Riccati-Gleichung
mindestens eine beschrdnkte Losung.

Beweis. Dies ist wortwortlich der gleiche Beweis wie in Korollar 5.50. O

5.6.5. Storungen vom Rang Zwei

Verlassen wir die Theorie der Stérungen vom Rang Eins, so werden sich erwartungs-
gemil viele Aussage dndern. So ist schon in diesem zweidimensionalen Fall das sehr
hilfreiche Lemma 5.21 aus der eindimensionalen Situation, welches zeigte, dass das
Spektrum von B einfach ist, nicht mehr zu halten. Selbst unter der Forderung, dass
sowohl Ag als auch A; einfaches Spektrum haben und auch der Hilbertraum endlich-
dimensional ist, kann die Multiplizitit auf den maximalen Wert nach Lemma 5.12
anwachsen.

Das folgende einfache endlichdimensionale Beispiel findet man in dhnlicher Art in
[KMMO7, Example 1.5]. Es zeigt, dass die Grenze der Multiplizitidt des Spektrums
von B in der Tat scharf ist.

5

(98]

Abbildung 5.5.: Storung im endlichdimensionalen Fall - Beispiel 5.53
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Beispiel 5.53. Es sei ) = C* = C? ® C? und der gestorte Operator sei gegeben
durch:

(5.78)

Der Operator B(v/3/2) : C* — C* hat dann {1/2,5/2,9/2} als Eigenwerte und
insbesondere hat er kein einfaches Spektrum mehr. Man vergleiche dazu auch Abbil-
dung 5.5.

Da x := 5/2 ein Eigenwert mit Vielfachheit 2 ist und wie man leicht nachrechnet
Ay — k= V*(Ag — k)71V gilt, definiert

X =V*(4g—r)1=V3 (1/3 _1> (5.79)

eine beschrinkte Losung der Riccati-Gleichung. Eine weitere Losung erhilt man, wenn
man die beiden anderen Eigenwerte, A := 1/2, ;1 := 9/2, analog zum vorherigen
Abschnitt kombiniert:

Xy, =V3 <_1 1/3> : (5.80)

Das Beispiel zeigt eindrucksvoll, welch eine wesentliche Rolle die Multiplizitit des
Spektrums fiir das Auffinden von Losungen spielt. Insbesondere liefert ein Eigenwert
mit der maximaler Vielfachheit n = 2 eine Losung, wihrend die einfachen Eigenwerte
entsprechend kombiniert werden miissen.

Der kommende Abschnitt wird sich mit allgemeinen Storungen fiir den Fall der
endlichen Dimension dim $); = n beschéftigen. Dadurch ist auch der geradehin
betrachtete zweidimensionale Fall eingeschlossen, sodass wir es hier bei dem obigen
Beispiel belassen.

5.7. Der endlichdimensionale Fall

Nun betrachten wir die allgemeine Situation, d. h. es gilt die Generalvoraussetzung 5.1
fir dim $; = n € N. An den Rang der Storung V stellen wir hier keine weitere
Beschrinkungen.

Wir beginnen die Betrachtung mit den Eigenwerten von B, die die maximal mog-
liche Vielfachheit n aufweisen. Diese wurden in Lemma 5.19 charakterisiert und
erfiillen:

A= A=V*(A4— A"V und BildV CDom((4g— A"  (5.81)

Dabei ist A ¢ 0,(Ap) der Eigenwert von B.

Wie man erkennt, bieten sich die Eigenwerte mit maximaler Vielfachheit sofort an,
um Losungen der Riccati-Gleichung zu konstruieren. Dies ist in der Tat vollig analog
zu der bekannten eindimensionalen Theorie, auf was wir spéter kurz eingehen werden.
Da man nun aber die genaue Multiplizitit des Spektrums von B nicht kennt und nur
die obere Schranke n bekannt ist, ist es notwendig sich auch mit den Eigenwerten
geringerer Vielfachheit auseinanderzusetzen.
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Es sei daran erinnert, dass nach Lemma 5.18 eine reelle Zahl A € R genau dann ein
Eigenwert von B mit Vielfachheit k ist, wenn genau & linear unabhingige Vektoren
{y(j )} C 9, existieren, die entweder alle Bedingung (a) oder jeweils einer der
Bedingungen (b), (c) oder (d) geniigen.

Alle vier Bedingungen haben hingegen gemeinsam, dass sie Vy € Bild((Ag — A))
fordern, was gleichbedeutend mit der Integralschreibweise

1

ist. Die folgt sofort aus der Betrachtung des positiven Mafies i = (Vy, E4,(-)Vy)
und der Tatsache, dass x({\}) = 0 aufgrund von Vy € (Bild E,()\))* gilt. Die
Endlichkeit dieses Integrals ist also fiir alle Bedingungen erfiillt und notwendig, sodass
wir nun den kleinsten Tréger des rein atomaren Anteils von w folgendermal3en notieren
konnen.

Satz 5.54. Definiert man die Mengen

Kpp = {)\ eR ‘ Es existiert ein 0 # y € $1 mit

(Ay — Ny = lim, V*(Ag — A —ie) Vy
und / i d(Vy,Ea,(t)Vy) < oo} und

Tpp = {/\ €R ‘ Es existiert ein 0 # y € 1 und 0 # = € Bild E4,({\})

(A — Ny = lim, V*(Ag — X —ie) 'Vy — V*a
wd [ WV EaV) < b,

so ist
Spp 1= Kpp U Ty (5.82)

der kleinster Tréiger fiir den rein atomaren Teil wp,.

Beweis. Dies folgt aus Lemma 5.18. Die Menge K, deckt die Bedingungen (a), (b)
und (c) ab, wiihrend die Menge T}, nur die Eigenwerte enthilt, die auch Bedingung
(d) geniigen.

Man beachte, dass fiir A\ ¢ 0,(Ap) die Gleichung

lim V*(Ag — X\ —ie) 'Vy=V*(4y— \)"1Vy

e—=0t
gilt, wenn V'y im Definitionsbereich von (Ag — \)~! liegt. Dies wurde in Proposi-
tion 3.38 bewiesen. Somit ist auch der Fall (a) in der Beschreibung der Menge K,
enthalten. O

Wir bemerken, dass sich zur Konstruktion von beschridnkten Losungen der Riccati-
Gleichung nur die Menge K, anbietet. Dies ist vollkommen analog zur Betrachtung
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im zweidimensionalen Fall. Bei Eigenwerten aus der Menge 7T}, verhindert der nicht-
verschwindende Term V*z die Konstruktion einer Losung. Deshalb werden wir diese
im weiteren Vorgehen ausschliefen.

Nun werden wir durch eine dhnliche Aufteilung einen minimalen Tréger fiir den
singuldr stetigen Anteil angeben.

Satz 5.55. Die Menge
Sse =55\ Spp (5.83)

ist ein minimaler Trdger fiir den singuldir stetigen Teil wg..
Die Menge
K. ::{)\ eR ‘ Es existiert ein 0 # y € $1 mit

(A; — Ny = lim V*(Ag — A —ie) " Vy

e—0t

1
und /|t/\‘2d<Vy,EA0(t)Vy> = oo}

ist eine Teilmenge von Sg..

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus den Darstellungen von S aus Satz 5.14 und von
Spp aus Satz 5.54. O

Wie zu Beginn des Abschnittes erwihnt, sind die Eigenwerte mit maximaler Viel-
fachheit auf Anhieb fiir das Auffinden einer Losung der Riccati-Gleichung hilfreich.
Analog kann man auch vom singulér stetigen Anteil die passende Menge abspalten.

Bemerkung 5.56. Betrachten wir folgende Teilmengen des minimalen Trigers .S
aus dem Satz 5.14

K = {X€ S| (A=) =V*(4g— )7V, BildV C Dom((4p — \) ™)}

e—0t

KM = {)\ € S, ‘ (A] — ) = lim V*(Ag— A —ie)" 'V,
Ve; ¢ Dom((Ag — \)7!) firalle j € {1,...n} } ,

so sind diese (moglicherweise leere) Teilmengen des kleinsten Tréagers von wy,, bzw.
des minimalen Tréagers von wg aus Satz 5.55.

5.8. Riccati-Gleichung im endlichdimensionalen Fall

In diesem Unterabschnitt betrachten wir die Riccati-Gleichung fiir den Fall einer
allgemeinen Storung V' und beliebiger endlicher Dimension von $);. Zur Konstruktion
von Losungen gehen wir dhnlich dem zweidimensionalen Fall vor, wobei wir allerdings
eine sinnvolle Notationen wihlen miissen, um die Ubersicht zu gewihrleisten.
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Definition 5.57. Wir betrachten die Menge §S = K, U K, aus obigen Satz 5.54
bzw. Satz 5.55. Nach den genannten Sitzen existiert fiir jedes Element A aus dieser
Menge ein Vektor y) € $1, welcher

(A — Nya = lim V*(Ag — X —ie) 1 Vyy (5.84)
e—0t

erfiillt.
Wir definieren die Menge

R:= {()\,y,\) € 5, x 91 | y» erfiillt Gleichung (5.84) fiir A € §} .

Gibtes nun Aq, ..., A\, € Kp, U K, nicht notwendigerweise verschieden, in der
Art, dass die Vektoren v, , . . ., ¥, linear unabhiingig sind, so schreiben wir
A= {(A17y)\1)7 sy (An, y)\n)} CR
und definieren fiir k = 1,. .., n die folgenden Projektoren:
P 51— 91, (5.85)
Bild P{* = lin span {yy, } , (5.86)
Kern Pka) = lin span{y,\j ’ j# k‘} . (5.87)
Es sei nochmals ausdriicklich erwihnt, dass die Menge {1, ..., A, } nicht unbe-

dingt aus n verschiedenen Elementen bestehen muss, sondern man muss nur genau n
linear unabhéngige Vektoren finden, die jeweils Gleichung (5.84) geniigen. Betrachten
wir einen Eigenwert, so konnen wir diesen zum Beispiel so oft wihlen wie es seine
Vielfachheit zuldsst. Da der endlichdimensionale Hilbertraum $); durch die linear
unabhiingigen Vektoren v, ..., y, aufgespannt wird, nennen wir eine Teilmenge
A C R mit den obigen Eigenschaften aufspannend gewdihlt.

Fiir die Menge der n-elementigen aufspannenden Teilmengen schreiben wir abkiir-
zend S, d. h.

Sp :={A C R| A besitzt n Elemente und ist aufspannend gewihlt } .  (5.88)

Fiir eine aufspannend gewihlte Menge A € S, kann die Gleichung (5.84) jeweils
als Operatoridentitit umgeschrieben werden:

(A1 = 2) PP = lim V*(4g — A, —ie) VPP (5.89)
e—0t
Dabeiist k = 1, ..., n und der Grenzwert im Sinne der Operatornorm zu verstehen.

Wir benoétigen spiter wieder die dquivalente konjungierte Formulierung:

(PA7)" (A1 = \) = Tim (P{) V' (Ao = Ne+ie) 'V (5.90)

e—0t

Definition 5.58. Fir A := {(A1,yx,),---,(An,un,)} € S, aufspannend gewihlt,
definieren wir einen méglicherweise unbeschrinkten Operator

Xy : $0 2 Dom(Xy) — H1 (5.91)
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auf dem Definitionsbereich

e—0t 4

Dom(X,) = {ap e 50| lim Y (PY) V*(Ag—Aj+ie) Ly existiert endlich} .

Dieser ist gegeben durch
Xap = lim Y (PY)V*(Ag — Aj+ie) . (5.92)

Fiir die Operatoren X4 kann man die aus der ein- und zweidimensionalen Betrach-
tung bekannten Aussagen beweisen. Insbesondere stellt X5 eine starke Losung der
Riccati-Gleichung dar. Die verwendeten Techniken unterscheiden sich nur in Details,
sodass auch die Beweise analog gefiihrt werden kdnnen.

Satz 5.59. Ist A € S,, aufspannend gewdihlt, so ist der Operator X dicht definiert
und dariiber hinaus gilt:

Bild(A4p + VXA)’Dom(XA) C Dom(Xp) . (5.93)

Beweis. Die Menge M := {p(Ap)w | p Polynom,w € Bild V'} liegt dicht in £, da
Bild V' zyklischer Unterraum von Aj ist. Betrachten wir ein beliebiges Element aus
M, so ist dies eine Linearkombination von Elementen der Form p(Ag)Vy,, . Wir
wihlen aus diesem Grund ein k € {1,...,n} und setzen ¢ = p(Ag)Vy,, . Dann gilt
fiirein m € {1,...,n} Folgendes:

(Pzgm))*V*(AO — A +ie) Tl =p(A\p — iE)(Pzgm))*V*(Ao — X +ig) TV,
+ (PU™YV*(Ag — A + i) (p(Ao) — p(\g — i) Viga, -

Der Grenzwert des ersten Summanden ist endlich nach Gleichung (5.90).
Den zweiten Summanden betrachten wir komponentenweise, indem wir das Skalar-
produkt mit y, berechnen und den Spektralsatz verwenden:

(3 (PI) V(A0 = e + i)™ (plAo) — pO — i) Vi, )

o
p(t) — p(A — ie) m
B / t— A\ +ie d<VP/(X )y)\m7 EAO (t)Vy)\k)ﬁo
p(t) — p(\g — ie) i}
/ t — (g —i€) (Urm> VI E4,()Vyx,)on

Hier wird iiber komplexe Maf3e integriert, auf welche dabei aufgrund der Mittelwer-
tungleichung fiir holomorphe Funktionen der Satz von Lebesgue fiir den Grenzwert

e — 01 angewendet werden kann. Demnach existiert fiir alle m € {1,...,n} der
Grenzwert
lim (PU™)* V(4o — A +ig) 1o (5.94)
e—0F

und ist endlich. Wir haben somit M/ C Dom(X ) gezeigt und dies bedeutet, dass der
Operator X dicht definiert ist.
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Fiir den Beweis von Gleichung (5.93) beachte man, dass nach Gleichung (5.90)
immer Bild(V') € Dom(X,) gilt und
lim V*(Ag — A +ie) 1 (Ag — N = V¥
e—0t
fiir ¢ € Dom(X,) erfiillt ist. Dazu verwendet man Proposition 3.39. Wir erhalten

demnach, dass auch (A — \)p € Dom(X,) gilt. Insgesamt ist also Gleichung (5.93)
gezeigt. O

Lemma 5.60. Es sei A := {(A1,yxn,),---» (M, Un,)} € Sn aufspannend gewdihlt
und mindestens eine der Zahlen \; aus K .. Dann ist der Operator Xy unbeschrdnkt.

Beweis. Esseim € {1,...,n} so gewihlt, dass A\, in K. liegt. Dann betrachten
wir folgende Familie von beschrinkten Operatoren Y € L($)9, 1) fir e € (0, 1]
definiert durch

Yo = (PY™)V* (A — A +i2) 10 .

Die Operatornorm berechnen wir iiber den adjungierten Operator und erhalten

1Y% ll005: = 1) 1m0 = [[(4o = A — i) VL™

H1—Ho
-1

= |am| H(A() — A — 1€) Vy)\mHﬁO .

Dabei ist o, € C eine Konstante, welche nur von m abhéngt. Man erhilt diese

Konstante, da P/(\m) ein Projektionsoperator im endlichdimensionalen Hilbertraum £

ist. Mit Hilfe des Spektralsatzes schreibt sich die Operatornorm als
1 1/2
1Y ll50—5, = louml </Wd<VyAmaEAo(t)Vy/\m>> - (5.95)

Nehmen wir nun an, dass der Operator X, beschrinkt wire, so wire dies auch
Y = (P/(\m)) * X x. Der Operator Y ist dann auf ganz £) stetig fortsetzbar, sodass gilt:

sup [|[Ye¢|lg, < oo fiiralle p € .
e€(0,1]

Der Satz von Banach-Steinhaus aus Theorem A.3 impliziert nun:

sup [|Y*|50-9, <00 .
€€(0,1]

Letztendlich fithrt Anwenden des Satzes von der monotonen Konvergenz auf die
Gleichung (5.95) zu

1
/’t_)\‘g AV Yrps Eag(t)Vyr,,) < oo,

was im Widerspruch zur Voraussetzung A, € K steht. L]

Theorem 5.61. Es sei A := {(A1,yxr,),---,(AnsYr,)} € Sn aufspannend gewdhlt.
Dann ist der Operator X eine starke Losung der Riccati-Gleichung. Dariiber hinaus
ist fiir (A1, ..., A\n) € Ky der Operator beschrinkt und fiir alle anderen Fdlle nicht
abschliefbar.
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Beweis. Mit Hilfe der Projektionen konnen wir die Riccati-Gleichung auch schreiben

als
n

ST(PY) (A1X — XAy~ XVX +V*) =0.

j=1
Wir zeigen nun, dass X jede projizierte Riccati-Gleichung einzeln 16st. Es sei dafiir
¢ € Dom(Xy) und k € {1,...,n} fest gewihlt. Man beachte in der folgenden
Rechnung, dass

(P (PIY =0 fir j#k

gilt. Wir berechnen:

(PN (A1 X4 — XpAg — XAV X)p

G2 (py* <A1XA<,0 — XadAop — lim (P V*(Ag — A — ie)_lVXAg0>

e—0t

20 (P) (A1 — (41— W) Xap — (P) Xadop

= (P)" X — Ao)e

= lim (P/(\k))*v*(Ao — /\k — ié‘)il(}\k — Ao)g&

e—0t
= — (P/(\k)) *V*ga )

Hierbei haben wir im letzten Schritt Proposition 3.39 verwendet. Der Operator X ist
demnach eine starke Losung der Riccati-Gleichung.

Gilt nun A C K, so definieren wir den folgenden beschrinkten linearen Operator
Z 51 — Ho durch:

Zy = w-li Ag— N —ie) "ty pPYy 5.96
y vg_}égn;( 0—A; —ie) 'VPy (5.96)

Dieser ist nach Proposition 3.40 wohldefiniert, da VP/(\j )y € Bild(Ap — \;) fiir jedes
j =1,...,n und jedes y € $; gilt. Fir ¢ € Dom(X,) und y € $; zeigt die
Rechnung

<(107 Zy>550

+
e—0 =

lim <cp, Z(Ao —Aj — Z'E)lVP/(\j)y>
)

0

e—0t

n
= lim <Z (PY) V(Ao — A + iS)_l%y> = (XA, ¥)s: »
j=1 M

dass Z* O X, gilt. Insbesondere ist X abschlieBbar und somit als Operator von
endlichem Rang nach Satz 4.6 beschrinkt.

Gilt dagegen \;, € K. fireink € {1,...,n}, soistder Operator X unbeschrinkt
und kann als Operator von endlichem Rang nicht abschlieBbar sein. Man vergleiche
dazu auch den allgemeinen Satz 4.6. O
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Proposition 5.62. Essei A := {(A1,yr,),---, (An,Yn,)} € Sn aufspannend gewdihlt
und (M1, ..., \n) C Kpp. Zusdtzlich sei jeder Eigenwert \; gemdfs seiner Vielfachheit
oft in A vertreten. Dann entspricht der Graphenunterraum G($)1, —X ) genau dem
Vektorraum, der von den Eigenriumen der Eigenwerten \; aufgespannt wird, d. h. es
gilt

G(H1,—X}) =Bild Eg ({\1,..., A\ }) - (5.97)
Beweis. Man betrachte ein j € {1,...,n} und den adjungierten Operator X}, der
fur einen Eigenvektor y, zum Eigenwert A; Folgendes erfiillt:

X}{yxj = \;V;léIP(AQ —Aj — ie)_IVij .

Dies folgt direkt aus Gleichung (5.96). Mit der obigen Darstellung und der Eigenwert-
gleichung (5.26) ist die Inklusion

G(H1, —X3) 2 Bild Eg({A;})

gezeigt.
Die andere Inklusion zeigt man nun leicht durch Zerlegen der Eigenvektoren, wobei
man Proposition 3.40 beriicksichtigen sollte. O

Der Hauptsatz aus [KMO5] kann auf die allgemeine Situation in folgender Form
ausgedehnt werden:

Theorem 5.63. Es gelte dim $); = n und es seien die Mengen K. und K,, nach
Satz 5.54 und Satz 5.55 gegeben . Weiterhin sei A := {(A1,yx,), -, (An,Yr,)} € Sn
aufspannend gewdhlt.

(a) Ist mindestens eine Zahl \j aus S, so ist der Unterraum G($o, X ) nicht
abgeschlossen in $.

(b) Fiir (A1,..., ) C Kpp ist G($o, Xa) ein abgeschlossener Unterraum der
Kodimension n.

(c) Sind die Eigenwerte (A1, ..., \,) C Ky, entsprechend ihrer Vielfachheit in
A vertreten, so ist der Operator X ein isolierter Punkt in der Menge aller
beschrinkten Losungen der Riccati-Gleichung beziiglich der Operatornorm-
topologie.
Beweis. Nach Theorem 4.13 ist G(£)o, X ) ein B-invarianter Unterraum.

(a) Nach Theorem 5.61 ist der Operator X5 nicht abschlieBbar, insbesondere ist der
Graphenraum ist nicht abgeschlossen.

(b) Fur (A\1,...,A,) € Kp), ist X, beschrinkt und der adjungierte Operator
X} 16st die adjungierte Riccati-Gleichung. Der n-dimensionale Graphenunterraum
G($1, —X73) ist invariant unter B, sodass G (0, X)) = G($1, —X )~ die Kodimen-
sion n hat.

(c) Aus der obigen Proposition 5.62 ist bekannt, dass G($)1, —X}) genau dem
Untervektorraum von §) entspricht, welcher durch die Eigenrdaume der Eigenwerte
(A1,...,An) € K aufgespannt wird. Demnach gilt:

G(H0,Xn) = G(H1,— X)) =BildEg(R\ {\1, -, A\n}) -

Theorem 4.17 besagt nun, dass X4 ein isolierter Punkt in der Menge aller beschréinkten
Losungen beziiglich der Operatornormtopologie ist. O
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5.9. Ausblick

Vergleicht man die Situation des eindimensionalen Falls aus Abschnitt 5.5 mit dem
allgemeinen endlichdimensionalen Fall des letzten Abschnittes, so ist der wesentliche
Unterschied, dass man nicht mehr den kompletten Triger S, des singulér stetigen An-
teils fiir Losungen der Riccati-Gleichung nutzen kann. Das Beispiel 5.20 demonstriert,
dass selbst im endlichdimensionalen Fall nicht alle Eigenwerte fiir Losungen genutzt
werden konnen.

Aus diesem Grund konnten wir den Existenzsatz fiir beschriankte Losungen der
Riccati-Gleichung im endlichdimensionalen Hilbertraum $) nur unter der Bedingung
beweisen, dass die Spektren von Ay und B disjunkt sind (vgl. dazu Korollar 5.5).
Diese Bedingung kann man insofern abschwéchen, als dass man nur die Existenz von
Eigenwerten, die Bedingung (d) in Lemma 5.15 erfiillen, ausschlieBen muss.

Diesbeziiglich stellen sich nun zwei Fragen: Gibt es weitere und schwichere Be-
dingungen, die solche Eigenwerte fiir den gestorten Operator ausschlieen, ohne dass
man das Spektrum von B kennen muss? Kann man sogar zeigen, dass diese speziellen
Eigenwerte in einem gewissen Sinne nur selten auftreten, sodass es immer geniigend
andere Eigenwerte von B gibt, die Losungen der Riccati-Gleichung liefern?

Ein weiterer groBBer Unterschied zur eindimensionalen Behandlung aus [KMO05]
besteht in den zusitzlichen Freiheitsgraden, die der n-dimensionale Vektorraum £3; in
der allgemeinen Betrachtung bietet. Es reicht nun nicht mehr aus, dass das singulér
stetige Spektrum von B nicht leer ist, um eine Familie von nichtabgeschlossenen
B-invarianten Unterrdumen anzugeben. Man muss zusitzlich fordern, dass der Hilber-
traum $); im angegebenen Sinne aufgespannt wird. Auch hier stellt sich die Frage, ob
dies durch geeignete Voraussetzungen an die Operatoren A und V garantiert werden
kann.






A. Anhang

Dieses zusitzliche Kapitel beinhaltet bekannte Sétze und technische Hilfsmittel, wel-
che in der Arbeit verwendet werden und hier zur Ergédnzung und zum Nachschlagen
mit aufgefiihrt werden. Bis auf eine Ausnahme werden keine Beweise ausgefiihrt,
sondern nur auf die entsprechende Literatur verwiesen.

Satz A.1. Es sei §) ein Hilbertraum und t eine beschrinkte Sesquilinearform, d. h. es
existiert ein C > 0 mit |t(y, x)| < C||z|||y|| fiir alle x,y € $. Dann existiert genau
ein linearer Operator T' € L($)) mit

ty,z) = (y,Tx) (A1)
fiir alle x,y € .
Beweis. Siehe [Wei80, Theorem 5.35]. O]

Satz A.2 (Polarisierungsidentitit). Es sei X ein Vektorraum iiber dem Korper C
und s : X x X — C eine Sesquilinearform, welche linear im zweiten Argument ist,
und q(x) := s(z,x) fiir v € X die zugeordnete quadratische Form. Dann gilt die
Polarisierungsidentitdt:

1 . . . .
s(@,y) = 7 lalz +y) —alz —y) —igle +iy) +iglz —iy)] , 2,y € X . (A2)
Beweis. Siehe zum Beispiel [Tes09]. O]

Theorem A.3 (Satz von Banach-Steinhaus). Es sei X ein Banachraum und Y ein
normierter Raum. Fiir eine Indexmenge I sei {T; € L(X,Y) | i € I} eine Familie
von stetigen Operatoren.

Aus der punktmdfsigen Beschrdnktheit

sup [|Tiz|ly < oo fiirallex € X
iel

folgt dann die gleichmdifiige Beschrdinktheit

sup [|T;|| x>y -
il

Beweis. Siehe [Wer(05, Theorem IV.2.1.]. O

Lemma A.4 (Cantorsches Diagonalverfahren). Es sei (X, d) ein metrischer Raum,
K C X eine kompakte Teilmenge und fiir jedes N € N existiere eine Folge
() cK. (A3)
keN
Dann existiert eine Teilfolge (k, ), € N mit k,1 > k, derart, dass fiir alle natiirliche
Zahlen N der Grenzwert )

lim z;
V—00 v

(A4)

existiert.
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Beweis. Zur Vollstindigkeit fiihren wir diesen elementaren Beweis aus. Der metrische
Raum K ist kompakt und somit folgenkompakt, d. h. fiir die Folge (m,(cl)) . gibtes

eine Teilfolge 71 : N — N, kurz mit j; (v) bezeichnet, fiir die der Grenzwert

y1 = lim 2\ (A.5)

vosoo - J1(v)

(2)

existiert. Betrachten wir nun die Folge (le(u)

)V, so existiert auch fiir diese eine
Teilfolge ja2(v) von ji (v), fiir die
yo = lim 2% (A.6)

vosoo  J2(v)

existiert. Fithren wir dieses Prinzip weiter, erhalten wir demnach fiir jede natiirliche
Zahl n eine Folge
jn : N— N, (A.7)

welche eine Teilfolge des Vorgéngers j,—1(v) ist und zwar so, dass der jeweilige
Grenzwert y,, existiert. Nun tritt das Diagonalverfahren in Kraft, d. h. wir wihlen aus
jeder Teilfolge ein Glied aus und bilden somit eine weitere Folge

kE : N— Nmitk, :=j,(v). (A.8)

Diese erfiillt letztendlich, dass der Grenzwert
yn = lim of") (A.9)
fiir alle natiirliche Zahlen N existiert. O

Lemma A.S (Schwarzsche Integralformel). Es sei f eine holomorphe Funktion in
einer Umgebung der Kreisscheibe Bg(0). Dann gilt fiir alle z € Br(0):

_ j{ Ref(¢) ¢+ 2
2w ¢ (—=z

£(2) d¢ + iImf(0) . (A.10)

OBR(0)
Beweis. Diese Formel folgt aus Manipulation der Cauchyschen Integralformel, siche

[RS02, Abschnitt 7.2.5]. O

Lemma A.6 (Mittelwertungleichung). Es sei R > 0, zg € C und f eine holomorphe
Funktion in einer Umgebung der Kreisscheibe Br(zo). Dann gilt die Mittelwertun-
gleichung

) = FGo)l < sup { |F(Q)] | € Brlzo) } 12 =0l (AdD)

fiir alle z € Br(zp).

Beweis. Siehe [Jaf92]. L]
Satz A.7 (Fortsetzungssatz von Carathéodory). Es sei A C P(M) ein Mengenring
auf der Menge M und i ein o-endliches Primaf3 auf A. Dann existiert genau ein

Mapf3 1v auf der von A erzeugten Sigma-Algebra mit ji| 4 = p. Weiterhin ist 11 ebenfalls
o-endlich.

Beweis. Siehe zum Beispiel [Kle06, Satz 1.41] oder [Sch0S5, 6.1 Theorem]. O]
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